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研究成果の概要（和文）：Schur多重ゼータ関数の組合せ論的側面として，Pieri型の定理およびShuffle積表示
を得た．また，数論的側面として，双対公式とその一般化(大野関係式)を得た．さらにSchur型大野関係式を決
める大野関数を定義し，その複素補間に成功した．また，応用的側面として，ルート系ゼータ関数との関係解
明，およびその応用として既存のワイル群多重ゼータ関数間の関係式の予想への貢献や，Schur関数を含む対称
関数へのさらなる拡張について成果を得ることができた．

研究成果の概要（英文）：As combinatorial aspects of Schur multiple zeta functions, we obtained Pieri
 type formula and Shuffle product formula. As for the number theory aspects, (3) the dual formula 
and (4) its generalization called Ohno relation were obtained. Furthermore, we defined the Ohno 
function that determines the Schur-type Ohno relation, and succeeded in its complex interpolation. 
In addition, as an applied aspect, we have clarified the relationship with the zeta function of root
 system, contributed to the prediction of the relational expression between the Weyl group multiple 
zeta functions, and have extended it to functions with similar structures to symmetric functions 
including the Schur function.. 

研究分野：数論

キーワード： Schur多重ゼータ関数　Pieri法則　Shuffle積表示　双対公式　大野関係式　ルート系ゼータ関数　対称
多重ゼータ関数
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研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究成果は，Schur関数と類似の構造をもつ多重ゼータ関数が，Schur関数と同じ規則がなりたつこと，および
多重ゼータ関数の性質の拡張が可能であることを示したことである．Schur関数は表現論および組合せ論におけ
る主要な研究対象であり，ゼータ関数やその多変数化である多重ゼータ関数は整数論における重要な研究対象で
ある．これらの2つの研究分野について直接的な関係性は未解決であるが，本研究により研究手法の相互利用が
可能であるということが示唆でき，大変有意義な成果が得られたと言える．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 
本研究の研究対象となるSchur多重ゼータ関数は，2016年に研究代表者，Ouamporn Phuksuwan氏

（Chulalongkorn大学），山崎義徳氏（愛媛大学）が導入した新しい多変数関数である．本関数

は，解析数論の研究対象である多重ゼータ関数を組合せ論的に拡張したものであり，表現論に

おいて重要なSchur 関数と類似の構造を持つ．特に，分割の形を制限することによりEuler-

Zagier型多重ゼータ関数が得られ，変数を制限することにより特別な形のSchur関数が現れるこ

とから，どちらの関数の拡張でもあることが特徴である．2018年に出版された先行研究

(Advances in Mathematics, 333, 2018, 以下[NPY]と略す)では，収束性や解析接続などの基本的性

質の多くは多重ゼータ関数のそれと類似したものが成り立つことや，Schur関数の特徴である

Jacobi-Trudi公式，Giambelli公式，dual Cauchy公式といった行列式表示が成り立つことが確認で

きていた．一方，拡張によって成立しなくなった性質の解明や，各関数の理論において研究さ

れてきた様々な関係式が同様に成り立つかは未解決であった．本研究は多重ゼータ関数，Schur

関数の両理論の関係構築に貢献するものであり，これを利用して各々の関数およびその周辺の

性質の解明に対する新しい展望を開くことが期待できるため，双方の理論にとって非常に重要

な研究であると考えられた． 
 
２．研究の目的 
 
本研究ではこのSchur多重ゼータ関数を研究対象として，未解決となっている性質や挙動を研究

してゆく．また新しい理論の構築，およびその応用として，多重ゼータ関数とSchur関数のそれ

ぞれの理論に対する新たな展望を開くことを目指す． 
 
３．研究の方法 
 
本研究では，以下の2つに分類して研究をすすめた． 

[1] Schur多重ゼータ関数の数論的性質および組合せ論的性質の研究の解明 

Euler-Zagier型多重ゼータ関数とSchur関数についてそれぞれの理論で成立していた事柄の類似

が，Schur多重ゼータ関数に対して同様に成り立つかどうかを検証した．  
 
[2]分野をまたぐ未解決問題へのSchur多重ゼータ関数の寄与の検証 

Schur多重ゼータ関数の基となる関数とは異なる研究対象との関係について検証した． 

また，その系として，従来より関係性が指摘されつつ未解決となっている数論および表現論の

双方に関わる問題への応用が可能かを検証した． 
 
 
４．研究成果 
 

[1] (i) 研究代表者と武田渉氏（東京理科大学）との共同研究により，[NPY]で得られたJacobi-

Trudi公式の拡張を行い，その系としてSchur関数において知られるPieri公式の類似がある種の

Schur多重ゼータ関数に対して成り立つことを示した．本研究では，Schur関数に対するPieri公

式と異なり，新しく増える変数の追加される位置が問題となった．これに対し，新たにPushing 

ruleという規則を導入することにより，明示式を得ることに成功した． 

(ii) 研究代表者と大野泰生氏（東北大学）との共同研究により，Euler-Zagier型多重ゼータ関数



において成り立つ双対公式および大野関係式をSchur多重ゼータ関数に拡張する研究に取り組

み，先行結果で得られたSchur多重ゼータ関数のJacobi-Trudi公式を用いることで結果を得た．  

(iii) 研究代表者, 武田渉氏（東京理科大学）および大野泰生氏（東北大学）との共同研究にお

いて，Schur多重ゼータ関数の大野関係式を複素補完した大野関数を得ることに成功した．  

(vi) Euler-Zagier型の多重ゼータ関数には，harmonic積，shuffle積といった2種類の積構造が入

る．これに対し，Schur多重ゼータ関数にはharmonic積しか持たない．武田渉氏（東京理科大

学）との共同研究において，shuffle積の構造をいれるための問題点を明らかにし，Factorial 

Schur多重ゼータ関数の導入により，この問題点を解決することに成功した． 

[2] 研究代表者と松本耕二氏（名古屋大学）との共同研究において，リー群やリー環の理論に

おけるルート系の元で定義されるルート系のゼータ関数と，Schur多重ゼータ関数について， 

それぞれの型を限定することで関係式を得た．具体的には，ある種の Schur多重ゼータ関数をフ

ルビッツ型のルート系のゼータ関数を用いた表示を得た．さらに，この表示が，Brubaker-Bump-

Chinta-Friedberg-Hoffstein(2006)によって定義されたワイル群ディリクレ級数の類似とみなすこ

とができると予想した． 
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