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研究成果の概要（和文）：本研究では数論における保型形式のヘッケ固有値に関する研究を行なった。数論とは
自然数や素数の持つ様々な性質を研究する分野であり、保型形式とは非常に高い対称性を持つ不思議な関数たち
のことで、ヘッケ固有値とはそれらから自然に生じる数の列のことである。ヘッケ固有値は数論的に非常に面白
い性質を持っており、ヘッケ固有値の古典的な代表例としてはラマヌジャンのタウ関数が挙げられる。本研究の
主要な成果は、保型形式の自然な族を考えることで、その固有値の分布に関する様々な結果を証明したことであ
る。

研究成果の概要（英文）：In this research, we studied Hecke eigenvalues of automorphic forms in 
number theory. Number theory is a field that studies various properties of natural numbers and 
primes, automorphic forms are mysterious functions which have high symmetry, and their Hecke 
eigenvalues are sequences of numbers which naturally arise from them. Hecke eigenvalues have very 
interesting number-theoretic properties, and a classical example of Hecke eigenvalues is Ramanujan's
 tau function. A major result of our research is that we have succeeded to prove various results on 
the distributions of their eigenvalues by considering natural families of automorphic forms.

研究分野： 代数学
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  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
保型形式の族のヘッケ固有値の分布はプランシュレル測度や佐藤-テイト測度に従うことが予想されており、
様々な場合に証明されている。ヘッケ固有値の漸近公式の一般化と精密化を推進することで、ヘッケ固有値の分
布の性質をより統一的に明らかにすることが本研究の目的であった。実際、本研究の成果によって、その一般化
と精密化の両方についてヘッケ固有値の漸近公式の研究を大きく進展させることができた。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
保型形式とはリー群の離散商上に定義されるラプラス作用素の固有関数のことである。保型形

式の空間上にはラプラス作用素だけなく、離散群を用いて定義されるヘッケ作用素と呼ばれる
線形作用素が存在している。このラプラス作用素とヘッケ作用素は同時対角化可能であり、これ
らの作用素の固有関数のことをヘッケ固有関数と呼び、ヘッケ作用素の固有値のことをヘッケ
固有値と呼ぶ。このヘッケ固有値は非常に面白い性質を持っており、様々な整数論的な対象に結
びつくことが知られている。そのため、数論における保型形式のヘッケ固有値の研究の歴史は長
く、ヘッケ固有値の性質を明らかにすることは大きな興味の対象となっており、現在でもヘッケ
固有値に関わる新たな発見や未知の問題の提起が行われている。 
本研究の研究開始当初、保型形式の族に関するヘッケ固有値の分布に関する Shin と Templier

の研究成果が大きな話題になっていた。実際、彼らは初めてヘッケ固有値の分布に対して一般な
定式化を与えることに成功していた。しかしながら、彼らの証明したヘッケ固有値の漸近公式に
は改良の余地が非常に多くあり、ヘッケ固有値の分布の性質をより統一的に明らかにするため
には、更なる精密化と、更なる一般化が求められていた。 
 
２．研究の目的 
本研究の目的は、上述のヘッケ固有値の漸近公式の精密化および一般化を証明することであっ

た。つまり、簡約代数群の正則カスプ形式およびマース波動形式に関するヘッケ固有値の漸近公
式を剰余項の評価付きで与えることである。さらに、得られた漸近公式を用いることによって、
ヘッケ固有値の等分布定理を導き、保型 L 関数の低い位置の零点の統計的な研究を行った。そ
して、様々な保型形式の族に対するヘッケ固有値の漸近公式を導き、さらに漸近公式を導くため
の新たな理論の構築を目指していた。 
 
３．研究の方法 
目的の漸近公式を得るためには跡公式などの基礎理論を深める研究が求められていた。本研究

では上述の研究目的の達成のために、次の二通りの方法①, ②で解決を目指した。 
① フーリエ積分作用素を用いる手法：フーリエ積分作用素とヘッケ作用素を組み合わせるこ

とでヘッケ固有値の漸近公式を導く手法を開発することを計画していた。従来の研究では
主に跡公式を用いていたため、フーリエ積分作用素を使うことは研究方法として斬新なも
のであった。 

② 跡公式を用いる手法：アーサー跡公式の幾何サイドの大域係数と概均質ゼータ関数との関
係を明らかにすることで、概均質ゼータ関数の性質を使って漸近公式を導くことを想定し
ていた。従来の研究と同様に跡公式を用いるが、概均質ゼータ関数を用いる点で新しい試
みであった。 

 
４．研究成果 
①の研究方法については狙い通りの成功を収めた。次の２篇の論文[1], [2]において、フーリ

エ積分作用素とヘッケ作用素を用いた保型形式の研究の成果を発表した。 
 

引用文献 
[1] P. Ramacher, S. Wakatsuki, Subconvex bounds for Hecke-Maass forms on compact 
arithmetic quotients of semisimple Lie groups (with P. Ramacher), Math. Z. 298 
(2021), 1383--1424. 
[2] P. Ramacher, S. Wakatsuki, Asymptotics for Hecke eigenvalues of automorphic forms 
on compact arithmetic quotients (with P. Ramacher), Adv. Math. 404 Part A (2022), 
108372. 
 
実際、文献[2]において、フーリエ積分作用素とヘッケ作用素を組み合わせることで、ココンパ

クトな離散群に対する保型形式のヘッケ固有値の漸近公式を完成された形で証明することに成
功した。証明には Harish-Chandra の軌道積分の極限公式を応用することができたので、技術
的な側面でも大きな進展を得た。 
 
次に②の研究においては、正則な保型形式の代表例である正則ジーゲルカスプ形式の族および

マース波動形式の族についてのヘッケ固有値の漸近公式を研究した。正則ジーゲルカスプ形式
の場合に関しては、当初の計画の通り跡公式を巧に用いることで漸近公式の証明を概均質ゼー
タ関数の性質に帰結させることに成功した。その結果、様々な漸近公式を得ることに成功し、更
に上述の等分布定理や L 関数の低い位置の零点の分布についても成果を得ることができた。次
の論文[3],[4],[5]において、それらの成果を公表している。 
 
 



引用文献 
[3] H. H. Kim, S. Wakatsuki, T. Yamauchi, An equidistribution theorem for holomorphic 
Siegel modular forms for GSp_4, J. Inst. Math. Jussieu 19 (2020), 351--419.  
[4] H. H. Kim, S. Wakatsuki, T. Yamauchi, Equidistribution theorems for holomorphic 
Siegel modular forms for GSp_4; Hecke fields and n-level density, Math. Z. 295 
(2020), 917--943. 
[5] H. H. Kim, S. Wakatsuki, T. Yamauchi, Equidistribution theorems for holomorphic 
Siegel cusp forms of general degree: the level aspect, arXiv:2106.07811, 2021. 
 
[3]ではアーサー跡公式の大域係数と概均質ゼータ関数の関係を用いて漸近公式を導いた。[4]

では様々な応用を推進し、[5]においては次元公式と概均質ゼータ関数の関係をヘッケ作用素の
場合に一般化することで一般次数に関する漸近公式を証明している。 
②の研究においては、上記の正則保型形式の場合だけでなくマース波動形式についても研究

を行っていた。実際、その漸近公式の証明に向けて、一般階数の斜交群とユニタリ群についてア
ーサー跡公式の大域係数と概均質ゼータ関数の関係を研究していた。残念ながら下記の文献[6], 
[7]においてマース波動形式に関しては目標の漸近公式を先に達成されてしまった。 
 
引用文献 
[6] T. Finis, J. Matz, On the asymptotics of Hecke operators for reductive groups, 
Math. Ann. 380 (2021), 1037--1104. 
[7] T. Finis, E. Lapid, On the remainder term of the Weyl law for congruence 
subgroups of Chevalley groups, Duke Math. J. 170 (2021), 653--695. 
 
 [6]と[7]の研究では一般的な漸近公式を証明していたが、本研究の方法とは異なっており、
我々が取り組んでいたアーサー跡公式の大域係数の研究を回避していた。先を越されてしまい
アーサー跡公式の幾何サイドの大域係数を研究する意味が弱くなってしまったが、[6]と[7]に
おける跡公式の新たな技術革新を我々の研究に取り入れることで新たな研究の方向性を見出す
ことができた。実際、[6]と[7]の技術を使うことで保型 L関数の特殊値の漸近公式の研究への方
向転換に成功したため、我々の研究の発展につながっている。 
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