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研究成果の概要（和文）：F. BeukersとG. Heckmanの結果を用いて，Lauricellaの超幾何関数F_Cに対しモノド
ロミー群のZariski閉包を調べた。モノドロミー群の解空間への作用が既約であるとき，そのZariski閉包は，古
典群GL_n, O_n, Sp_nのいずれかに分類される。また，特殊なパラメータに対するF_Cの積分表示から得られる
K３曲面と３次元Calabi-Yau多様体についても考察した。

研究成果の概要（英文）：We studied the Zariski closure of the monodromy group for Lauricella's 
hypergeometric function F_C applying results of F. Beukers and G. Heckman. If the monodoromy group 
acts irreducibly on the solution space, the Zariski closure is 
one of classical groups GL_n, O_n and Sp_n.
We also considered K3 surfaces and Calabi-Yau varieties arising from integral representations of $
F_C$

研究分野：代数幾何

キーワード： 超幾何関数　代数多様体

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
多変数超幾何関数のモノドロミー群に関しては多くの研究があるが，そのZariski閉包やArithmeticyについては
十分な研究はなされていない。本研究でLauricellaの超幾何関数F_Cに対して行われたモノドロミー群のZariski
閉包の分類は，多変数超幾何関数の変数の個数に制限を与えずに得られた最初の結果であると言える。この結果
は，F_Cのモノドロミー群のarithmeticyに関する研究への第１歩となだろう。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
 
（１）F. Beukersと G. Heckman は 1989年の論文で，一般超幾何関数 n+1Fn のモノドロミー
群を微分ガロア理論の観点から調べた。彼らは Picard-Vessiot 群と呼ばれる微分ガロア群
（Fuchs型微分方程式に対しては，モノドロミー群の Zariski閉包で与えられる）を決定し，モ
ノドロミー群が有限群となるパラメータのリストも与えた。Gauss の超幾何関数には，一般超
幾何関数 n+1Fn 以外にも，多くの一般化・多変数化が知られている。典型的な多変数超幾何関数
の例として，Appell及び Lauricellaによって１９世紀末に導入された超幾何関数 FA，FB，FC，
FD が挙げられる。これ等の関数が満たす微分方程式に対して，多くの研究者によりモノドロミ
ー群の具体的な計算等が行われているが，Picard-Vessiot群の決定に関する研究は十分になされ
ていない。現時点で知られている結果としては，佐々木武氏による Appellの超幾何関数 F1，F2，
F3と Lauricellaの FDに対するパラメータが一般の場合，P. Deligneと G. Mostowによる，複
素超球への多価写像を引き起こす Lauricellaの FDに関する研究だけである。 
 
（２）多くの超幾何関数は，積分表示を通して代数幾何学とも密接に関係している。Gaussの超
幾何関数 2F1(1/2, 1/2, 1, x)の積分表示は楕円積分であり，そのモノドロミー群は level 2の合同
部分群 Γ(2)と射影同値である。上で述べた Deligne-Mostowの例をはじめ種々の Euler型積分
表示を持つ超幾何関数に対し，楕円曲線と保型関数の理論を高次元化する形で，対応する代数多
様体の周期写像と逆写像としての保型関数の研究が行われてきた。また，超幾何関数のモノドロ
ミー群に関しては，arithmeticyの問題も研究されてきたが，系統的な結果として知られている
ものは，竹内喜佐雄氏による arithmetic triangle groupの研究と Deligne-Mostowによる FDに
関するものだけである。 
 
２．研究の目的 
 
（１）多変数超幾何関数に対し，モノドロミー群の Zariski閉包を決定する。 
（２）超幾何関数の積分表示から得られる代数多様体の族を周期積分の観点から調べる。 
 
３．研究の方法 
 
（１）近年，後藤良彰氏と松本圭司氏によって Lauricellaの超幾何関数 FCのモノドロミー群の
構造が調べられ，既約性などの条件が分かった。後藤-松本の結果に BeukersとHeckmanの論
法を応用することにより，超幾何関数 FCのモノドロミー群に対する Zariski閉包を調べた。 
（２）超幾何関数 FCの積分表示が，射影空間の２重被覆の周期積分となっているようなパラメ
ータに対し，特異点解消により得られる Calabi-Yau多様体の性質とモノドロミー群について調
べた。S. Cynk，D. van Straten，T. Szembergによる double octic Calabi-Yauの特異点解消を
応用して Euler数，Hodge数の計算を行った。 
 
以上の研究は，後藤良彰氏（小樽商科大学）との共同研究によって行われた。 
 
４．研究成果 
 
（１）Lauricellaの超幾何関数 FC 

 
に対しモノドロミー群の Zariski 閉包を調べた。FCが満たす微分方程式の解空間は2 次元であ
り，後藤-松本により与えられた基底に関するモノドロミー群の行列表現を用いて具体的な計算
を行った。モノドロミー群Mon⊂GL(2 ,ℂ)はn + 1個の行列，M0, M1, … , Mnによって生成され
M0は Beukers-Heckmanの意味で reflectionであり，M1, … , Mnは Abel群を成す。M0を含む
Mon の最小の正規部分群を Ref とし，以下では部分群 G⊂GL(2 ,ℂ)に対し，単位元を含む
（Zariski位相による）連結成分を G0で表す。また，δ  = det M0 とおく。このとき以下の命題
①～④を証明した。 
 
① Mon0のℂ への作用は既約であるとする。このとき次の(I)～(III)が成り立つ。 
（I）δ ≠ ±1 であれば SL(2 ,ℂ)⊂  
（II）δ = +1 であれば SL(2 ,ℂ)⊂   または  Sp(2 ,ℂ)⊂ ⊂GSp(2 ,ℂ) 
（III）δ = −1 であれば SL(2 ,ℂ)⊂   または  SO(2 ,ℂ)⊂ ⊂GO(2 ,ℂ) 



更に a, b, c ∈ ℚ であれば ⊂SL(2 ,ℂ) が成り立つ。 
 
② reflection subgroup Refのℂ への作用は既約であると仮定する。このとき連結成分 Ref0

の作用が可約であれば，Refは有限群である。 
 
③ reflection subgroup Refのℂ への作用は既約であると仮定する。このとき，Monが無限群
であれば連結成分Mon0の作用は既約である。 
 
④ モノドロミー群Monが有限群である必要十分条件は， Refが有限群となることである。 
 
⑤ モノドロミー群Monは既約に作用するとする。reflection subgroup Refのℂ への作用が
既約である必要十分条件は γ , ,…  , ,   の中の高々一つが −1 であることである。ここ
で 
 

γ = exp 2 √−1 , β = exp 2π√−1b , α = exp (2π√−1a) 
  
である。 
 
（２）Lauricellaの超幾何関数 FCは Euler型積分表示 

を持つ。このことから，パラメータ a = b = 1/2, ck = 1 に対し，超幾何関数 FC(a, b, c ; x) は射
影空間 ℙ  の2n + 2次の因子で分岐する 2 重被覆V( )に対する周期積分と見なせる。代数多様
体V( )の性質とモノドロミー群について考察を行い以下の結果を得た。 
 
① n = 2の場合，V( )は代数曲面 
 

V( , )   ∶    s = (1 − − )( − − ) 
 
の周期積分である。楕円曲面の構造を利用して，この曲面が楕円曲線の直積から得られる Kummer
曲面であることを示した。Appellの超幾何関数 F4に関する関数等式 

が古典的に知られているが，その証明は超越的なものであり幾何学的なものではない。両辺の積
分表示が一致することを変数変換により証明できるかという問題は，Kontsevich-Zagier によっ
て予想された周期の問題の特殊な場合である。いずれにしても，モノドロミー群はレベル２の合
同部分群 Γ(2)の直積と射影同値であることを証明した。 
 
② n = 3の場合，V( )は以下の 8次の因子で分岐するℙ の 2重被覆である。 
 

V( , , )   ∶    s = (1 − − − )( − − − ) 
 
この 3 次元多様体を Cynkと Szembergによる admissible blow-upによって Calabi-Yau多様
体に特異点解消した。具体的には，V( , , )は以下の特異点を有する。 

ここで，H  及び S は分岐因子 

である。これ等の特異点を解消することにより得られる Calabi-Yau モデルの Hodge 数は 
h , = 68, ℎ , = 4 

であり，Euler 数は 128 である。 
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