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研究成果の概要（和文）：ホールはリーマンゼータ関数の零点の研究の中で,ハーディ関数の導関数の2乗平均の
誤差項の改良を問題とした. 我々はハーディ関数の導関数の精密な近似式を求め, 彼の問題を肯定的に解決し
た．またハーディ関数とリーマンゼータ関数，かつ保型ハーディ関数とリーマンゼータ関数の混合型平均値につ
いて幾つかの場合に漸近式を導いた. 二重ゼータ関数では, いわゆる臨界領域において, 二つの変数の虚部に関
する詳細なオーダーを求め,  それを２乗平均に応用し, 知られていた結果を改良した. さらにディリクレの約
数関数とピルツの３次約数関数の総和に対する誤差項について, それらの数種類の混合型平均値を研究した．

研究成果の概要（英文）：In his research of consecutive zeros of the Riemann zeta-function, Hall 
investigated the mean square of k-th derivative of Hardy's function and proposed to improve his 
error term. By using the Riemann-Siegel formula, we showed the accurate approximation of the 
derivative of Harsy's function and succeeded to improve Hall's result. We also derived the 
asymptotic formulas of several hybrid mean values of Hardy's function and the Riemann zeta-function.
 On the double zeta-function, we showed the detailed order of double zeta-funtion and improved the 
preceding results of its mean square estimate. We also studied the hybrid mean values of different 
kind of arithmetical functions related to the Dirichlet and Piltz divisor problems. 

研究分野：解析的整数論

キーワード： ゼータ関数　ハーディ関数　二重ゼータ関数　数論的誤差項　２乗平均　混合型平均値
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研究成果の学術的意義や社会的意義
ホールの問題を解決するにあたっては, リーマン-ジーゲル公式を応用してハーディ関数の導関数の精密な近似
式を導き, それによって２乗平均を改良することができた.これらは今後のハーディ関数の研究に寄与できたと
思う．多重ゼータ関数は日本を中心に精力的に研究されている．二重ゼータ関数の上からの詳細な評価や２乗平
均の改良は学術的に大きな意義がある. 数論的誤差項の混合型平均値では,全く異なっていると思われるものの
積の平均が漸近式を持つなど, 今後の研究を示唆しているように思われる．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
解析的整数論では研究対象の平均的な挙動を考察することによって, 有用な数論的結果が得ら
れることが多い．本研究では, ハーディ関数，二重ゼータ関数, 約数関数の総和の誤差項につ
いてそれらの平均を主な研究対象とした．当初それらの背景は以下の様であった. 

 
(1)ハーディ関数 Z(t) はリーマンゼータ関数ζ(s) の関数等式を変形してζ(1/2+it) が実数
値をとるようにしたもので, ζ(s) の臨界線上の零点を調べるためにハーディが導入した. ハ
ーディ・リトルウッドは 0≦t≦T における Z(t) の平均は O(T7/8), |Z(t)| の平均は T 以上で
あることを示し，臨界線上の零点の個数の研究に応用した．1999 年にホールはζ(s)の臨界線
上の隣接零点の研究において, Z(t)に関する様々な平均値を調べた[H]. 特に Z(t)の k 階導関
数Z(k)(t) の２乗平均では誤差項がO(T3/4(log T)2k+1/2)であることを示しているが, 更に T のべ
き指数を 1/2 に改良することを問題として提起した．一方 2004 年にイヴィッチは Z(t)の平均
は O(T1/4+ε) であることを示した．上記の O(T7/8)に比べて大きな改良で, Z(t)の符号変化が非
常に激しいことを示している．これを契機としてイヴィッチ, ユティラ等によって研究が進展
し, ハーディ関数の理論は大きく発展した. 
 
(2) 多重ゼータ値や複素変数関数としての多重ゼータ関数は, 近年日本において多くの研究者
によって精力的に研究されている対象である. 二重ゼータ関数の上からの評価はすでに木内・
谷川の結果があったが，2015 年ごろより二重ゼータ関数ζ2(s1,s2)の Im(s1)や Im(s2)に関する
２乗平均値が研究されるようになった．  
 
(3) 研究当初のころイヴィッチとジャイは, ゼータ関数と数論的誤差項, あるいは２つの異な
る数論的誤差項の積の平均値の研究を始めていた．一見奇妙ではあるが，この研究は,異なる対
象の符号変化による打ち消しあいを観察するという意味で面白いと思われた. 彼らが扱ってい
る以外の混合型平均値で, 如何なることがわかるかというのは興味深い問題であった. 
 
２．研究の目的 
(1) ハーディ関数に関する第１の目的は, Z(k)(t) の２乗平均の誤差項における T のべきを
1/2 に改良してホールの問題を解決することであった．次にハーディ関数に関連した混合型の
関数の平均値定理を導くこと，またイヴィッチが著書[I]において大きな問題として挙げている 
Z(t)3 の非自明な平均値を導くことであった. さらにこれらに取り組んでいるうちに派生した
問題として,ハーディ関数のグラム点における値の平均挙動も研究の課題となった. 
 
(2) すでに知られていた二重ゼータ関数の増大度を詳細に決定すること.  また二重ゼータ関
数 ζ2(s1,s2)の平均値として, Re(s1)+Re(s2)が比較的小さい場合の, 木内・南出の結果 [KM]  
を改良することが当初の目的であった. 
 
(3) 正の整数 n を k 個の正の整数の積として表す方法の個数を dk(n)，また dk(n)の 1≦ｎ≦ 
x における和の誤差項をΔk(x) とする. 本研究では, Δ2(x) とΔ3(x) に関して, イヴィッチ, 
ジャイが扱っていない混合型の平均値を研究することが当初の目的であった.  更に別の方向
としてΔ2(x)とΔ2(xα)の混合型の平均値も研究課題とした. 
 
３．研究の方法 
(1) ホールが Z(k)(t)の 2 乗平均を求めるのに用いたものは Z(k)(t)の近似関数等式である. た
だ彼が得た誤差項は O(t-1/4logkt) の形をしており, 上述のホールの問題を解決するには大き
すぎる．そこで本橋の講義録 [M] を参考にし, ζ(s) の k 階導関数のリーマン-ジーゲル公式
を準備し，それから Z(t)の k 階導関数の精密な近似式を導く. そしてこの近似式を使って
Z(k)(t)の２乗平均を求める．ハーディ関数に関連した混合型平均値ではやはり Z(t)の近似式が
必要であるが，この場合は, イヴィッチ の著書 [I] にしたがって, smooth weight を持つ近
似関数等式に指数和の変換公式を適用する． 
  
(2) 2011 年の木内,谷川,ジャイ[KTZ]では二重ゼータ関数の近似として, 約数のべき和の有限
和による表示が証明されている. 以前はこの項を自明に評価していたため最終結果が精密とは
いいがたかった．それを解決すためにこの和の部分をペロンの公式を用いてリーマンゼータ関
数を含む積分で表示し，それを用いて二重ゼータ関数の上からの評価を導く．またその表示を
2乗平均の評価に応用する. 
 
(3) 約数関数 d2(n)と d3(n)の総和に対する誤差項 Δ2(x)とΔ3(x) について, Δ3(x)2Δ2(x),  
Δ3(x)2Δ2(x)2,Δ3(x)2Δ2(x)3の３種の混合型平均値を考察する．Δ2(x)に対しては著名なヴォ



ロノイ公式を，Δ3(x)に関しては我々がすでに得ていたトング型の公式を用いてそれぞれの級
数を展開し, その積分を指数和として評価する. 
 
４．研究成果 
(1) 本橋講義録[M] を参考にして ζ(k)(1/2+it)のリーマン・ジーゲル公式を導き,それを使っ
て Z(k)(t) の近似式を誤差項が O(t-3/4logk-1t) の形で求めることができた. この近似式から 
Z(k)(t)の２乗平均の誤差項を O(T1/2log2k+1T) にまで改良し，ホールの問題を肯定的に解くこと
ができた．Z(k)(t)の近似式の改良は, 今後のハーディ関数の零点分布の研究に役立つことと思
う．この結果は南出真氏との共同研究で `Mean square of the derivative of Hardy's 
Z-function' として出版された.  
  ハーディ関数の混合型平均値については Z(t)ζ(1/2+it), Z(t)2ζ(1/2+it) を考察した． 
この問題ではリーマンゼータ関数及びその冪の smooth weight 付きの近似関数等式に指数和変
換公式を適用した．これらの平均として前者では c1 T3/4 P1(log T)+O(T1/2log T)を, 後者では c2 
T P2(log T)+O(T3/4log2T)なる漸近式を得た．ここで c1,c2 は定数, Pj(u)は j次の多項式である. 
ハーディ関数とリーマンゼータ関数の混合型平均に, 漸近式が成り立つこと自体が不思議な気
がした．イヴィッチの問題である Z(t)の 3乗平均も試みたが, 残念ながら非自明な結果は得ら
れなかった. この結果は海外研究協力者との共同研究で `Some mean value results related to 
Hardy's function'として発表した． 
  上の研究からハーディ関数のグラム点における値の研究が派生した．グラム点というのは ζ
(1/2+it) が実数となる t のことで，ζ(s) の臨界線上の零点と交互に生ずる傾向がある．テ
ィッチュマルシュは N 番目までのグラム点における Z(t) の値の和について研究し, 誤差項
が N3/4log3/4N であることを示したが, 我々はそれを N1/4log3/4N log(log N) に改良できた．グ
ラム点における値はイヴィッチ [I] でも取り上げられており，ζ(s) が比較的大きい値をとる
傾向があるため興味深い結果だと思われる. これは海外研究協力者との共同研究で `Average 
of Hardy's function at Gram points' として発表した． 
  ハーディ関数の類似として保型形式に付随するハーディ関数がある．f(z)を SL(2,Z)に関す
る重さ k のカスプ形式とするとき, その L 関数 Lf(s) は関数等式を満たすから, ζ(s) のと
きと同様に実数化して保形ハーディ関数 Zf(t) が定義される．上記の混合型の平均値の類似と
して Zf(t)とζ(1/2+it)の積の平均が eπik/4 Lf(1)T+O(T3/4+ε) なる漸近式を持つことを示すこ
とができた. Zf(t)Z(t)の平均も考察したが O(T1+ε)しか得られなかった. 保型ハーディ関数は
まだあまり研究が進んでいないので今後の発展が望まれる. これは国内の研究協力者との共同
研究である. 
 
(2) [KTZ]の公式にペロンの公式を適用し，ζ2(s1,s2) をリーマンゼータ関数を含んだ積分とし
て表した．その表示を用いて 0 <Re(s1), Re(s2)<1 のとき，Im(s1), Im(s2) の大きさに応じて
細かく場合分けをし, ζ2(s1,s2) の上からの評価を精密な形で求めた. 更に ζ2(s1,s2) の 2
乗平均に応用し，木内・南出 [KM] の結果を改良することができた．これは南出真氏と海外研
究協力者との共同研究で, `Bounds of double zeta functions and their applications' と 
`Mean square of double zeta-function'の２編にまとめ発表した． 
 
(3) Δ2(x)とΔ3(x)では, 上記のように 3種類の混合型平均値を研究した. Δ3(x)2Δ2(x) の平
均は漸近式を持たず上からの評価として O(T67/36+ε)を示した. 一方Δ3(x)2Δ2(x)2 とΔ3(x)2 
Δ2(x)3 の平均は漸近式を持ち，その主要項はそれぞれ c2T13/6, c3T29/12であった．(c2,c3は定数
である.) ２乗より少し大きい混合型平均値の誤差項が漸近式を持つことは興味深い． ヴォロ
ノイ公式やトング型の公式を用いたが，途中でロバート・サルゴスの３次元指数和の評価式も
使った．これは海外研究協力者との共同研究で `On hybrid moment of Δ2(x) and Δ3(x)' と
して発表した． 
  更に Δ2(x) と Δ2(xα) の数種の混合型平均値を考察した．ここで αは 1 より大きい実数
である．Δ2(x)Δ2(xα) や Δ2(x)2Δ2(xα) の平均は漸近式を持たず, 上からのバウンドを求め
た. 一方 (Δ2(x)Δ2(xα))2 の平均は漸近式を持ち，その主要項は c(α)T3/2+α/2 の形をしてい
ることを示した． 
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