
早稲田大学・理工学術院・教授

科学研究費助成事業　　研究成果報告書

様　式　Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９ （共通）

機関番号：

研究種目：

課題番号：

研究課題名（和文）

研究代表者

研究課題名（英文）

交付決定額（研究期間全体）：（直接経費）

３２６８９

基盤研究(C)（一般）

2021～2018

量子K理論におけるシューベルト・カルキュラス

Schubert calculus in quantum K theory

４０３０９５３９研究者番号：

池田　岳（Ikeda, Takeshi）

研究期間：

１８Ｋ０３２６１

年 月 日現在  ４   ６ １６

円     3,200,000

研究成果の概要（和文）：一般旗多様体の量子 K 環において，シューベルト・カルキュラスを考える． A 型の
場合に， K 理論的 Peterson 同型から得られるシューベルト類の対応を明示的に記述することに成功した．こ
れは非常に具体的な多項式代表の間の対応である．

古典型の旗多様体においてヴェクシラリー元に対応するシューベルト多様体の特異点のヒルベルト・サミュエル
重複度に対して，組合せ論的な表示を与えた．

研究成果の概要（英文）：We study Schubert calculus of quantum K-theory ring of generalized flag 
varieties. In type A, we succeeded in describing the correspondence of Schubert classes given by 
K-theoretic Peterson isomorphism, as the correspondence between concrete polynomial representatives 
of the Schubert classes. 

In a flag variety of classical type, we study singularity of points on a Schubert variety associated
 with a vexillary element. We proved a combinatorial formula for the multiplicities. 

研究分野： 代数学，幾何学，組合せ論

キーワード： 量子 K 環　アフィン・グラスマン多様体　Peterson 同型　ヒルベルト・サミュエル重複度　ヴェクシ
ラリ

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
量子 K 理論におけるシューベルト・カルキュラスは，１９世期に展開された「数え上げ幾何学」の自然な発展
であり，構造定数の正値性など，良い性質を持っている．そのような性質を保ったまま，さらに一般的な「コホ
モロジー理論」でシューベルト・カルキュラスを展開することはできないと考えられるいくつかの理由がある．
その意味で，シューベルト・カルキュラスにおける最終的な目標である．今回，このような問題へのアプローチ
として K 理論的 Peterson 同型を非常に明示的に与えたことは今後の発展への突破口になる．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 
量子 K 理論は Givental と Lee によって導入された．その後，Buch, Mihalcea によるグラス
マン多様体の場合のシューベルト構造定数の研究が最初の特筆すべき結果であると言える． 
 
研究開始当初に知られていたこととして，量子 K 理論のシューベルト・カルキュラスは Buch, 
Chaput, Mihalcea, Perrin によるコミニュスクール旗多様体に対するシュヴァレー規則 
(2018) が一つの重要な結果であった．また，長らく未解決であった有限性の問題が Anderson, 
Chen, Tseng (Iritani による付録) によって肯定的に解決された(2018 年のプレプリントが
2020 年に出版された)．一方，Lam, Schilling, Shimozono による，アフィングラスマン多様体
の K ホモロジーの研究 (2010) が以前からあったが，その後に直接的に続く進展としては特筆
すべきものは無かった． 
 
上記のような状況で，量子 K 理論とアフィングラスマン多様体の K ホモロジーをつなぐ結果
として，研究代表者らによる K 理論的 Peterson 同型が 2018 年には得られていた．その後，
加藤によって，K 理論的 Peterson 同型が一般的に証明された．加藤の結果によって，Lenart, 
内藤,佐垣 (2010) による半無限旗多様体のシュヴァレー規則が，量子 K 理論に応用できる基礎
が確立したと言える． 
 
アフィン・グラスマン多様体の K 理論的ホモロジー環に対しても，Lam, Schilling, Shimozono 
による理論がある．そこで導入されたのは K 理論的な k-Schur 関数と呼ばれる．しかし，構
造層に対応する元は，K 理論的な k-Schur 関数ではなく，その「閉じた」ヴァージョンである
ことが次第にはっきりと認識されるようになった．滝聞は，「閉じた」K 理論的な k-Schur 関
数に対する，k 長方形に関する「因数分解公式」を証明した．この結果は 2018 年の初めに発
表されているので，本研究課題の研究期間とちょうど重なっている． 
 
 
２．研究の目的 
 
量子 K 理論におけるシューベルト構造定数を詳しく記述すること，その方法を与えることが研
究の目的である．より具体的には古典型の旗多様体，および古典型の極大等方グラスマン多様体
の場合を主に研究対象とする．シューベルト類を代表する特殊多項式，およびその積構造定数の
探究は主要な目的であり，そのために多項式の明示式を与えることも重要な目的である． 
 
３．研究の方法 
 
通常の K 理論（量子版ではない）において，シューベルト構造層を表現する特殊多項式が知ら
れている．例えば，極大等方グラスマン多様体に対しては，研究代表者が以前に構成した GP，
GQ 関数と呼ばれるものがある．その他には，グラスマン多様体に対しては，グロタンディック
多項式と呼ばれるものが基本的である．このような多項式は，適当な剰余環において，量子 K 
環におけるシューベルト類を代表するという具体例が知られている．研究の方法の一つは，この
見方を押し進めることである． 
 
本研究計画のもう一つの特徴としては，K 理論的 Peterson 同型の積極的な活用が挙げられる．
これは「量子 = アフィン」という標語で言い表される普遍的な原理である．量子コホモロジー
環とアフィン・グラスマン多様体のホモロジーに関して，Peterson や Lam, Shimozono らに
よる理論である．代表者は A 型の最も基本的な場合に，K 理論的 Peterson 同型を見出した． 
 
種々の特殊多項式を閉じた公式もしくは組み合わせ的公式により取り扱う．多項式と構造層を
結びつける方法は，シュヴァレー規則や，ピエリ規則と呼ばれる結果である．２つのシューベル
ト類の積を線型結合として書き表すことが最終目的であるが，積の一方が「簡単な」類である場
合の典型の明示式がシュヴァレー規則，ピエリ規則などと呼ばれる場合にあたる．多くの場合に，
これらの規則は環の構造や，一般の構造定数を「原理的に」決定する． 
 
研究課題では，構造定数を「原理的に決定する」ことではなく，すべて明示的に決定することを
目的としているので，シュヴァレー規則等から，一般の構造定数を明示的に求める道筋を見つけ
ることが肝要である． 
 
 



 
 
４．研究成果 
 
Shimozono との議論（2018 年 10 月頃に科研費により Virginia Tech を訪問した）の成果とし
て，A 型の K 理論的 Peterson 同型を精密化を見出した．K 理論的 k-Schur 関数の「閉じた」
ヴァージョンを用いるということと，ある自己同型を施す必要があるという内容である．この精
密化された予想は，岩尾慎介，内藤聡との共同研究によって肯定的に解決することができた．旗
多様体の量子 K 理論と アフィングラスマン多様体の K ホモロジーに対して，互いのシューベ
ルト類の対応を具体的な多項式レベルで与えることができた（arXiv:2203.14483）．この結果は，
加藤による一般的な K 理論的 Peterson 同型の結果によっている． 
 
上記と同じ論文において「閉じた」K 理論的 k-Schur 関数に対して Blasiak, Morse, Seelinger 
が与えた上昇演算子による予想式を証明することができた．2019 年にスロベニアで開催された
国際集会 Formal Power Series and Algebraic Combinatorics で Morse と議論したことは，
Morse らが「閉じた」K理論的 k-Schur 関数に目を向けるきっかけになった． 
 
グラスマン多様体の量子 K 理論に対して，対称関数環を適当なイデアルで割ることにより，グ
ロタンディック多項式がシューベルト類を代表するという結果が得られた（D. Hiep, T. 
Matsumura, Y. Nakayama, S. Sugimoto との共同研究）．これは Bertram,Ciocan-Fontanine, 
Fulton による量子コホモロジー環の場合の結果を拡張するものである．ただし，結果はまだ部
分的であり，一般の構造定数を決定するために具体的なアルゴリズムを与えるものではなく，完
成を目指して研究を継続している．そのため，成果の発表は口頭発表のみで，論文はまだである． 
 
古典型の旗多様体において，シューベルト多様体がヴェクシラリー元の場合に，特異点のヒルベ
ルト・サミュエル重複度を組合せ論的に表示する結果を得た（D. Anderson, M. Jeon, R. Kawago 
との共同研究）．グラスマン多様体の場合に，以前に得ていた結果に帰着するという方法であり，
A型の場合は Li, Yong による結果の別証明になっている． 
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