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研究成果の概要（和文）：本研究課題では, 特定の構造をもつ非特異射影代数曲線上の代数曲線束に関して，相
対的オイラー・ポアンカレ標数，相対標準因子の自己交点数やファイバーの種数といった不変量がどのような値
を取りうるかという代数曲線束のジオグラフィーの問題を研究した．主に射影直線束の3重被覆で与えられる代
数曲線束について考察し, 分岐跡の型に応じた不変量間の不等式を証明した．特に，スロープやオイラー・ポア
ンカレ標数の下限は，ファイバーの種数が3を法として2と合同である場合とそうでない場合では大きく異なるこ
とを示した．さらに，具体的に射影直線束の3重被覆を与えて多くの代数曲線束の存在性を証明した．

研究成果の概要（英文）：In this project, we studied the problem of the geography of fibrations of 
algebraic curves on a non-singular projective algebraic curve with specific structures which is the 
question of what values of the relative Euler-Poincare characteristic, the self-intersection number 
of the relative canonical divisor and the genus of a fiber can take. We mainly considered fibrations
 given by triple coverings of projective line bundles, and proved inequalities among these 
invariants that depending on the type of branch loci. In particular, we show that the lower bounds 
on the slope and the Euler-Poincare characteristic differ from each other depending on whether the 
genus of a fiber is congruent to 2 modulo 3 or not. Furthermore, we specifically gave triple 
coverings of projective line bundles and proved the existence of fibrations of algebraic curves. 

研究分野：代数幾何学

キーワード： 代数曲線束　代数曲面　分岐被覆　モジュライ空間　複素微分方程式

  ３版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
代数曲線束のジオグラフィーに関する主要な問題の1つである「特定の構造をもつ代数曲線束の不変量がどのよ
うな値を取り得るか」に関して，先行研究が豊富とは言えなかった．
本研究課題の成果により, 特にファイバーの種数が3を法として2と合同であるかどうかによって，射影直線束の
3重被覆で与えられる代数曲線束の不変量に制約があることが明確になった．他の代数曲線束の構造において
も，本成果と同様の現象が予想でき，今後の代数曲線束のジオグラフィーの問題の進展が期待できると考える．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
一般型曲面は小平次元による代数曲面の分類において最大のクラスである. その研究は 1960
年代に始まる．オイラー・ポアンカレ標数や標準因子の自己交点数といった代数曲面の特徴を表
す不変量は整数値をとり，これらの不等式の間には Bogomolov-宮岡-Yau の不等式などの関係が
ある．したがって，不変量は自由な値をとることはできない. 1981 年に Persson は代数曲面の
オイラー・ポアンカレ標数の値と標準因子の自己交点数の値の組を座標平面上にプロットする
とき，不変量間の不等式関係から定まる平面上の領域内にある指定された格子点に対応する極
小一般型曲面の存在性を問う問題を提起した． 
この問題自体は Persson によって標準因子の自己交点数とオイラー・ポアンカレ標数の値の
比が小さい場合には解決され，その後も研究がなされてほぼ解決している．すなわち, 座標平面
を一般型曲面が生息する地図と考えると, その生息する範囲が分かったことになる．しかし, そ
の範囲にある格子点にはどんな一般型曲面が対応するかといった詳細な情報が完全に分かって
いる訳ではない. このような一般型曲面が生息する範囲に関する問題は「一般型曲面のジオグ
ラフィー」と呼ばれ，一般型曲面の主な研究指針となり，国内外で研究が行われてきた．特に，
以下のような 2つの問題に大別できる． 

問題(1) : 格子点に対応する一般型曲面はどのような構造的な特徴をもち得るか． 

問題(2) : 特定の構造をもつ一般型曲面に対応する格子点はどのように分布するのか． 

問題(1) に関しては, 不変量の値を固定したときに，一般型曲面の構造とそのモジュライ空
間を調査するという形で多くの先行研究が存在する. 一方で, 問題(2) に関する研究成果は問
題(1) と比較すると数が少ない.  
 
２．研究の目的 
本研究課題では，「特定の構造」を代数曲線束とそのファイバーの特徴によって定めて, 問題
(2)を解決することを目的とする. 代数曲線束とは, 代数曲面から非特異代数曲線への連結なフ
ァイバーをもつ全射正則写像のことである．これは, 非特異代数曲線上の点に対してファイバ
ーである代数曲線が対応して, 非特異代数曲線上の点をパラメータとしてファイバーが変形す
る対象と考えることができる． 
代数曲線束の不変量には，代数曲面の不変量を相対化した相対的オイラー・ポアンカレ標数 
と相対標準因子の自己交点数がある. 代数曲線束の構造に注目することに伴い, これらの値を
組みにして座標平面上にプロットする. さらに, 代数曲線束としての特徴を区別しながら，ジ
オグラフィーの問題を考察するために, ファイバーの種数 (ファイバーの位相型) やクリフォ
ード指数を座標として加えることも行う. クリフォード指数はおおよそファイバーから射影直
線への被覆次数を定める数値であり, クリフォード指数に関する数値的性質を与えることは代
数曲線束に対して非特異代数曲線上の射影直線束の「分岐被覆」という一面を付加する. 一方, 
代数曲線束は，代数曲面上の有理型１形式から定まる「微分方程式」の正則積分曲線の集合と一
致する. また, 代数曲線束のモジュライ写像の像はリーマン面の「モジュライ空間」内の曲線
となる.これらの代数曲線束の諸相を手掛りに, 問題(2)の解決に向けて，特に次のことを主目
的とする． 

目標(i)：代数曲線束が対応する格子点の分布を概ね把握するために, 分岐被覆の理論や微分
方程式の不変量の計算公式を用いて不変量間の不等式関係を究明する.  

目標（ii）：射影直線束の分岐被覆, リーマン面のモジュライ空間上の曲線や微分方程式を元
に代数曲線束の構成法を開発する. これらを用いて代数曲線束の分布領域を解明する. 
 
３．研究の方法 
 研究の方法としては次の 3 つの方法を採る．① 被覆理論によるアプローチ:クリフォード指
数の値が 1，2であれば，少しの例外を除いてファイバーは射影直線の次数 3，4の被覆となる． 
5 次以上の被覆理論の構築が期間内には困難であることから, 3 次被覆や 4次被覆を用いてクリ
フォード指数の値を 1，2 と固定する．ここで利用する分岐被覆の不変量の公式は，分岐跡と射
影直線束の数値的性質から計算できる項と分岐跡の特異点によって定まる項から成る．分岐跡
の特異点から定まる項の取り得る数値的な可能性を評価していくことで不変量間の不等式を得
ることができる.  
代表者の過去の研究において成果を得る鍵となったのは，2次被覆の分岐跡のパーツを様々組
み合わせて，ある関数のグラフを境界とする上半領域内の格子点に対応する超楕円曲線束をす
べて構成する方法の開発であった．この方法を 3次被覆や 4次被覆に発展させて，高次ガロア被



覆を用いた代数曲線束の構成法を開発して目標(ii)の解決にあたる．  
② モジュライ空間を用いた代数曲線束の構成:モジュライ空間を用いた代数曲線束の構成は
小平ファイバー曲面の存在性の証明に着想を得たもので, 代数曲線束のモジュライ写像の像に
あたる曲線を代数曲線のモジュライ空間内にとり, 安定化と特異点解消により復元するもので
ある. 相対的オイラー・ポアンカレ標数の値が大きい代数曲線束の構成に対して用いる． 
③ 代数曲線束の構造と微分方程式：①でも述べたように 5次以上の被覆理論を構築してさら
なる進展を目指すのは難しいと考える．そこで, 新たなアプローチとして複素微分方程式を考
察する．代数曲線束と微分方程式の関係は 19 世紀の Darboux，Painlevé, Poincaréによる研究
に始まり, 昨年度開催された研究集会「Branched Coverings, Degenerations，and Related 
Topics 2017」にて S. L. Tan 氏による代数曲線束とその複素微分方程式の基礎理論（不変量の
定義とその関係式）が築かれた. しかし, ファイバーの種数は微分方程式の特異点の位相型だ
けでは定まらないなど，代数曲線束の構造と微分方程式の関係の解明は今後に残されている．本
研究課題では，この理論を用いて目標（i）を達成することができるかを考察する． 
 
４．研究成果 
ガロア 3 重被覆で与えられるスロープが 24/5 となる代数曲線束に関しては相対的オイラー・
ポアンカレ標数の値の下限はこれまでの研究から既知であった．このことを踏まえて，2018-2019
年度はこのような代数曲線束の存在領域を考察した．ファイバーの種数が 7 以上であるときに
相対的オイラー・ポアンカレ標数の値がファイバーの種数のある 2 次式から定まる数値以上で
あるような代数曲線束がすべて存在することを証明した．その過程で，ファイバーの種数の値が
3を法として 2に合同な場合に構成できる代数曲線束の相対的オイラー・ポアンカレ標数の値の
下限はそれ以外の場合と比べて大きくなることを示した．ファイバーの種数の値によって相対
的オイラー・ポアンカレ標数の値の下限が異なることは，超楕円曲線束においても既知であった
が，これと同様の現象が確認できた．同時期に Tan 氏による代数曲線束とその複素微分方程式の
基礎理論を深化させていくために，超楕円曲線束を与えるような具体例の構成を試みた．特に，
構成が易しい底空間が射影直線や楕円曲線となるような代数曲線束について，いくつかの例を
構成することができた． 
2020-2022 年度は射影直線束の非ガロア 3重被覆である場合にもスロープと相対的オイラー・
ポアンカレ標数に関して調査し，部分的な成果ではあるが，一部の非ガロア 3重被覆の場合も同
様にスロープの下限がファイバーの種数の値が 3 を法として 2 に合同ではない場合とでは異な
り，スロープの値を固定したときに相対的オイラー・ポアンカレ標数の値も同様であることを示
した．さらに，巡回 3 重被覆の分岐因子の型に応じてスロープの下限が変化することも確認し
た. 2022-2023 年度では，2022 年度までに得た目標(i)に関する成果に対して，スロープの値を
固定したときに相対的オイラー・ポアンカレ標数の下限を実現する代数曲線束が実際に存在す
るか，すなわち目標（ii）に関して考察を行った．残念ながら，下限を与える代数曲線束の構成
はできなかったが，具体的に条件に合致する射影直線束上の非ガロア 3 重被覆の構造をもつ代
数曲線束を多数構成して，それらのファイバーの種数と相対的オイラー・ポアンカレ標数を座標
とする点を座標平面上にプロットしたときに，座標平面上を埋める範囲を確認することができ
た． 
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