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研究成果の概要（和文）：連結コンパクトLie群の極地として実現できる古典型コンパクト対称空間の極大対蹠
集合の分類は、行列を使って具体的に記述できた。連結コンパクトLie群の極地として実現できない場合も、非
連結コンパクトLie群の極地として実現でき、非連結コンパクトLie群の極大対蹠部分群の分類、それを利用した
極地の極大対蹠集合の分類の研究を進めた。多くの場合に極大対蹠集合の分類を完成させた。

研究成果の概要（英文）：We explicitly describe the classifications of maximal antipodal sets in 
compact symmetric spaces of classical type which can be realized as polars of connected compact Lie 
groups. Even in the case where a compact symmetric space cannot be realized as a polar of a 
connected compact Lie group, it can be realized as a polar of a disconnected compact Lie group and 
we classify maximal antipodal subgroups in a disconnected compact Lie group and we proceeded with 
the research on classifications of maximal antipodal sets in polars. In many cases the 
classifications of maximal antipodal sets have been completed.

研究分野： 微分幾何学

キーワード： 対称空間　対蹠集合　実形の交叉　複素旗多様体　有向実Grassmann多様体

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
連結コンパクトLie群の極地として実現できないコンパクト対称空間を非連結コンパクトLie群の極地として実現
することにより、コンパクト対称空間の極大対蹠集合を詳しく調べる手法を確立したことは、極大対蹠集合の分
類に役立っただけではなく、極大対蹠集合の幾何学的、代数的、組合せ論的性質を調べる上でも有用である。こ
のように非連結コンパクトLie群の極地を解明することは学術的意義がある。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
科学研究費 基盤(C)「対称空間の対蹠集合の拡張と応用」(2015 年度〜2017 年度)による研究

成果から、対称空間のクラスに含まれる古典型コンパクト Lie 群の対蹠集合の分類、および基本
的性質が明らかになっていた。そこで、その成果を発展させる本研究に着手した。 
 
 
２．研究の目的 
本研究の研究目的は以下の 3 項目である。 

(1) 対称空間内の対蹠集合および二つの鏡映部分多様体の交叉の対蹠性を解明する。以前の研究
で対称空間のクラスに含まれる古典型コンパクト Lie 群の対蹠集合はすでに解明したので、コ
ンパクト対称空間をコンパクト Lie 群に極地として埋め込み、分類結果を得ているコンパクト
Lie 群の対蹠集合の性質からコンパクト対称空間の対蹠集合の性質を解明する。さらにこれらを
利用して鏡映部分多様体による交叉積分公式の精密化を行う。 
(2) 複素旗多様体に拡張された対蹠集合の概念をより普遍的な形で再定式化し、複素旗多様体内
の二つの実形の交叉の対蹠性を解明する。二つの実形の交叉の詳しい性質は、実形を定める対合
から定まる対称三対に反映すると思われ、交叉の性質と対称三対の性質を関連付ける。 
(3) 有向実 Grassmann 多様体の対蹠集合を解明しその具体的表示を与える。その応用として
ある種の符号の性質、交代形式の標準形を有向実 Grassmann 多様体の対蹠集合によって記述す
ることや有向実 Grassmann 多様体の位相などとの関連性を明らかにする。 
 
 
３．研究の方法 
研究目的の(1)と(2)は一つのコンパクト Lie 群から定まる二つの対称対さらには対称三対と

密接に関係している。そこで二つの対称対または対称三対を利用してコンパクト対称空間内の
二つ鏡映部分多様体の交叉および複素旗多様体内の二つの実形の交叉の対蹠性を解明する。ま
た、コンパクト対称空間の多くはコンパクト Lie 群に極地として埋め込むことができ、これを
利用してコンパクト対称空間の対蹠集合の性質をコンパクト Lie 群の対蹠集合の性質に帰着さ
せて詳しく性質を調べる。研究目的の(3)は組合せ論の手法も利用して研究を進める。実ベクト
ル空間の交代形式は有向実 Grassmann 多様体の関数とみなすことができ、Morse 関数の理論を
適用して交代形式と有向実 Grassmann 多様体の対蹠集合の関連性を解明する。その応用として
交代形式の標準形を決定する。 
 
 
４．研究成果 
コンパクト対称空間内の対蹠集合の解明に関する研究目的(1)については、ほぼすべての古典

型コンパクト対称空間およびその商空間の極大対蹠集合を求め、その中から大対蹠集合を決定
し、その濃度である 2-number も求めた。先行する研究ですでに得ていた古典型コンパクト Lie
群およびその商群の極大対蹠部分群の分類結果を利用して、分類結果を行列を使って具体的に
記述できた。これらの結果は Chen-Nagano の 2-number を求めた手法をより詳しくしたことにな
っており、田中真紀子氏との共著論文として論文リストの最初の論文として発表した。今までは
主に連結なコンパクト Lie 群を扱っていたが、非連結コンパクト Lie 群の極大対蹠部分群の分
類が重要になる場合もあり、これらの分類を進めるために非連結コンパクト Lie 群の極地の研
究を始めた。コンパクト対称空間を連結コンパクト Lie 群に極地として埋め込めない場合でも、
対称空間を定める対合による半直積を利用して非連結コンパクト Lie 群に極地として埋め込め
る。非連結コンパクト Lie 群への極地としての埋め込みはコンパクト対称空間の極大対蹠集合
の性質を調べるために有効であることを明らかにした。さらに、非連結コンパクト Lie 群の極地
を具体的に記述し、その分類をおおむね完成させた。今後は対称空間を定める対合による半直積
の極地の具体的記述を利用して、コンパクト対称空間の極大対蹠集合の研究を進めていきたい。 
G 型コンパクト対称空間についても同様な成果を挙げることができた。この成果については田

中真紀子氏、保倉理美氏との共著論文として原稿を執筆中である。 
 複素旗多様体に拡張された対蹠集合の概念をより普遍的な形で再定式化し、複素旗多様体内
の二つの実形の交叉の対蹠性を解明するという研究目的(2)については、コンパクト型 Hermite
対称空間をコンパクト Lie 群の随伴軌道という観点から複素旗多様体に拡張して、そこでの二
つの実形の交叉にこれまでの研究成果を拡張できた。その結果、複素旗多様体内の合同とは限ら
ない二つの実形の交叉に関する Floer ホモロジーを具体的に求めることができた。この議論にお
いて対称三対を使った議論が有効だった。この成果のうち初期に得られた部分をまとめて、論文
リストの２番目の論文として発表した。さらに成果の全体をまとめた井川治氏、入江博氏、奥田
隆幸氏、酒井高司氏との共著論文を執筆中である。 
 有向実 Grassmann 多様体の極大対蹠集合を解明するという研究目的(3)については、横糸と



縦糸という考え方を導入すると今までに分類または構成した極大対蹠集合の系列を体系的に記
述できることがわかってきた。さらにこの横糸と縦糸はある全測地的部分多様体に起因するこ
とが明らかになった。また、階数 3 の有向実 Grassmann 多様体に極大対蹠集合として現れる
Fano 平面の直線全体の集合をいくつかの観点から拡張できることを明らかにした。これによっ
て、階数 5以上の有向実 Grassmann 多様体の新たな極大対蹠集合の系列を構成できた。Fano 平
面は二元体上の射影平面であることに注目して、有限幾何学の対象から有向実 Grassmann 多様
体の極大対蹠集合を構成することもできた。これまでに得られた極大対蹠集合で階数 5 の有向
実 Grassmann 多様体の極大対蹠集合は尽くされているかどうかについて検討している。 
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