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研究成果の概要（和文）：gl_1 型の量子トロイダル代数の絡作用素の相関関数および積のトレースが満たす KZ
 型の差分方程式を導いた．さらに，その解の構造を研究し，楕円型 Nekrasov 分配関数との関係を示した．面
欠陥が入った K 理論的 Nekrasov 分配関数を変形 Virasoro 代数の共形ブロックとみなして導かれた非定常差
分方程式が，ゲージ変換により量子化された VI 型離散パンルヴェ方程式となることを示した．この差分方程式
の背後にあるモジュライ空間は アフィン Laumon 空間であり，ケーラー商となっている．この意味で，研究開
始当初，想定していた差分方程式とは異なる新しいクラスの差分方程式である．

研究成果の概要（英文）：We have derived difference equations of KZ type for the correlation 
functions or　the trace of the products of intertwining operators of the quantum toroidal　algebra 
of type gl_1. We also investigated the structure of solutions and　clarified the relation to the 
Nekrasov partition function of elliptic type. We have investigated the non-stationary difference 
equation for the K-theoretic　Nekrasov partition function with a surface defect, which we can regard
 as a　conformal block of the deformed Virasoro algebra. We have proved that by gauge
transformation the equation is transformed to a quantized version of discrete　Painreve VI equation.
 The underlying moduli space is the affine Laumon space,　which is only Kaehler quotient. In this 
sense this equation belongs to a new class of difference equations which was not expected in the 
beginning of the project. 

研究分野： 数理物理学

キーワード： 量子トロイダル代数　量子可積分系　超対称ゲージ理論

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
gl_1 型の量子トロイダル代数の絡作用素に対する KZ 型の差分方程式の導出法について，かなり一般的な処方
箋を確立することができた．これは，インスタントン分配関数が満たす量子 KZ 方程式との関係を明らかにする
上で技術的に重要になると期待される．そのためには，今後，遮蔽作用素の役割を明らかにしていく必要があ
る．アフィン Laumon 空間が背後にある非定常差分方程式は，研究の開始当初には想定されていなかった新しい
クラスの差分方程式である．量子トロイダル代数との関係を明らかにすることことは今後の課題である．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 
2009 年に Alday-Gaiotto-Tachikawa は，ゲージ理論のインスタントンの”数え上げ”から定
義される母関数（Nekrasov 分配関数）と 2 次元共形場理論の共形ブロックの関係を提唱した．
これを AGT 対応という．AGT 対応におけるインスタントンのモジュライ空間は，中島による
箙多様体の基本的かつ重要な例となっているが，箙多様体は一般にハイパーケーラー商として
実現することができる．Nekrasov 分配関数は，このモジュライ空間上のトーラス作用に関する
同変積分として定義される．その後 AGT 対応を数学的に証明する試みを通して Maulik-
Okounkov, Schiffmann-Vasserot, Braverman-Finkelberg-Nakajima 等は AGT 対応の背後に
ある，モジュライ空間の同変（交叉）コホモロジー環に作用する量子群あるいは二重アフィンヘ
ッケ代数の存在を明らかにした．したがって AGT 対応が共形ブロックにまつわる予想であるこ
とを考慮すれば Maulik-Okounkov らの研究に現れた量子群対称性の表現の絡作用素に関する
差分方程式を考え，その解を共形ブロックの類似と見なして Nekrasov 分解関数やその一般化
である数え上げ量子不変量（ドナルドソン・トーマス型の不変量や結び目や絡み目の圏論的不変
量）の母関数との関係を解明することは自然な問題である。我々は量子群として量子トロイダル
代数に着目し，ゲージ理論のモジュライ空間をハイパーケーラー商として実現することにより
現れる箙多様体の数え上げ不変量が KZ 型差分方程式の解にどのように反映されるかという問
いを研究する． 
 
 
２．研究の目的 
 
 AGT 対応と呼ばれる４次元ゲージ理論のインスタントンの数え上げから定義される
Nekrasov 分配関数と２次元共形場理論の共形ブロックの対応を見据えて，量子トロイダル代数
の表現の絡作用素の相関関数を主な研究対象とする．相関関数が満たす KZ 型差分方程式が，
インスタントンのモジュライ空間の同変 K 理論を用いて定義される数え上げ量子不変量の母
関数を特徴付けることを示すことが研究目的である． 
 ゲージ理論に関わるモジュライ空間の多くは，ハイパーケーラー商として実現され，一般に箙
多様体と呼ばれている．これは幾何学的表現論における旗多様体の余接束の類似とみなすこと
ができる．一般に量子トロイダル代数に関する KZ 型差分方程式の解として定義した共形ブロ
ックが，箙多様体として実現されたモジュライ空間に関わる数え上げ量子不変量の母関数を与
えることを示すことを目標とする． 
 
 
３．研究の方法 
 
 Maulik-Okounkov は，ヤンギアン代数が箙多様体の同変コホモロジー環へ作用する事実に基
づき幾何学的 R 行列を導入しているが，このヤンギアン代数は量子トロイダル代数の極限とし
て得られる．我々が研究対象とする差分方程式にも量子トロイダル代数の R 行列が現れるが，
これは量子トロイダル代数の絡み作用素の交換関係（モノドロミー）から定義されるものである。
この両者の一致を確かめる（一致しない場合は関係を見つける）ことで，差分方程式の解が箙多
様体の同変 K 理論の幾何学的 R 行列について，どのような情報を与えるか解明する．量子 KZ 
方程式については，量子アファイン代数を楕円型に拡張することで対応する楕円型差分方程式
が知られている。これは絡み作用素の合成の行列要素の代わりに（適切な）表現空間上のトレー
スに対する差分方程式である。楕円型差分方程式の解のモノドロミーは SL(3,Z) モジュラー対
称性やある種の双対性といった興味深い性質をもつことが知られている．量子トロイダル代数
に関して，同様の拡張を試みて解のモジュラー対称性や双対性を明らかにする．これは楕円型可
積分系とも深く関わる問題であるため，その専門家と研究交流も行う． 
 期間の後半では箙多様体の幾何学に関わるより一般の KZ 型差分方程式の研究を目指す．こ
の際，問題となるのは差分方程式の解がどのような数え上げ不変量に対応するかという点であ
る。その手掛かりとして Okounkov-Smirnov あるいは Aganagic-Frenkel-Okounkov らが最近導
入した KZ 型差分方程式を参考とする．彼らが導いた KZ 型差分方程式は，我々が考える量子
トロイダル代数に付随する差分方程式に比べ，ケーラー構造に由来するパラメータを余分に含
んでいる．これは我々が箙多様体上の超対称量子力学を考えているのに対し，彼らは有理曲線上
の超対称シグマ模型に相当する理論を考えているためであると予想している．この予想を確か
めると共に，ケーラーパラメータの役割に注目して箙多様体の数え上げ不変量に関するより精
密な情報を探る． 
  
 



 
４．研究成果 
 
 
(1) A_0 型の量子トロイダル代数（Ding-庵原-三木代数）の MacMahon 表現に対する絡作用素を
構成し，その交換関係によって定義される R 行列を計算した．さらに絡作用素の相関関数
が満たす KZ 型の差分方程式を導いた．R 行列が“対角”化されているため，この差分方程
式の解は２点相関関数の積に因子化される．この２点関数は，２つの平面分割でラベルされ
ており，分割の組でラベルされる Nekrasov 分配関数の構成要素を拡張したものになってい
る． 

 
(2) 複素 Chern-Simons 理論の正準量子化から導かれる U(1) 同変な変形 Verlinde 代数と４

次元超共形場理論の超共形指数の関係について次のような結果を得た．変形 Verlinde 代数
が Hall-Littlewood 代数のある特殊化で記述できることに着目して，特殊化を与えるイデ
アルの生成関係式を求め，対応する２次元位相的分配関数を計算した．ゲージ群のランク及
びレベルが低い場合は，４次元超共形場理論の超共形指数に関する既知の結果と一致するこ
とが確認できた． 

 
(3) 白石潤一氏によって提唱された非定常 Ruijsenaars 関数が２重楕円型量子可積分系のハミ

ルトニアンの固有関数と同定できるか検討した．２重楕円型量子可積分系が６次元超対称ゲ
ージ理論の楕円コンパクト化に付随するという視点から遮蔽作用素の構造を研究した．残念
ながら，この予想は一般的には成立しないことが分かったが，副産物としてアフィン Laumon
空間の楕円種数の計算に対応する新しいタイプの楕円型対称多項式族を発見した． 

 
(4) Ding-庵原-三木代数に対して準 Hopf ツイストと呼ばれる余積構造の捻りを行ない，楕円型

変形を与えた．対応する絡作用素の構成を行い，絡作用素の積（合成）のトレースに関する 
KZ 型の差分方程式を導いた．この方程式の解として６次元超対称ゲージ理論の分配関数の
基本的構成要素である楕円型の Nekrasov 因子が得られることを確かめた． 

 
(5) 4次元ゲージ場に対する反自己双対 Yang-Mills 方程式に等価な Yang 方程式を与える理論

として 4次元ケーラー Wess-Zimuno-Witten 模型が知られている．これは 4次元非線形シ
グマ模型に Wess-Zumino 項を加えた理論であり，2 次元共形場理論の基本的な例である 
Wess-Zumin0-Witten 模型の高次元化となっている．また 4次元計量の符号が双曲型のとき， 
N=2 超対称開弦の弦の場の理論の作用となることが指摘されている．この N=2 超対称開弦
理論への応用を念頭に，最近，発見された 4次元ケーラー Wess-Zimuno-Witten 模型のソリ
トン的な古典解について 1-ソリトンの作用密度を計算し，確かに余次元 1の平面に局在す
るしていることを確認した．また対応する n-ソリトン解について作用密度の漸近的振る舞
いを調べて，位相のずれを伴うという意味で 1-ソリトン解の非線形な重ね合わせとみなせ
ることを示した． 
 

(6) 変形 Virasoro 代数の共形ブロックに対する差分方程式として S.Shakirov 氏によって提唱
された非定常差分方程式が，適切なゲージ変換により量子化された VI 型離散パンルヴェ方
程式とみなせることを示した．この差分方程式の背後にある幾何学は アフィン Laumon 空
間であり，これはハイパーケーラー商ではなくケーラー商となっている．この意味で，
S.Shakirov 氏による非定常差分方程式は，当初，想定していた差分方程式とは異なる新し
いクラスの差分方程式となっている．アフィン Laumon 空間が背後にあることは量子アフィ
ン代数の共形場ブロックとの関係が期待される．実際，最近の研究で量子 KZ 方程式との関
係が明らかになりつつある．量子トロイダル代数との関係を明らかにすることことは今後の
課題である 
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