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研究成果の概要（和文）：トーラス作用をもつ非コンパクト多様体上で, 作用の軌道に沿った微分作用素による
摂動を用いた解析的指数理論を展開した. また, その解析的指数を与えるKKホモロジーサイクルも自然に定義で
きることもわかった. 
 北別府悠氏(熊本大学)と三石史人氏(福岡大学)との共同研究により, ある強い仮定の下でのトーリック多様体
とDelzant多面体の間のDelzant構成のGromov-Hausdorff収束に関する連続性に関する結果を得た. 
 Delzant多面体上の双対平坦構造のダイバージェンス関数について, トーリック幾何の知見を用いて拡張
Pythagorasの定理を境界まで拡張することができた. 

研究成果の概要（英文）：We developed an analytic index theory on non-compact manifolds with torus 
action via deformation by using differential operator along orbits. In addition we proved that a 
KK-homology cycle giving the analytic index is naturally defined. 
 As a joint work with Yu Kitabeppu (Kumamoto univ.) and Ayato Mitsuishi (Fukuoka univ.) we had a 
continuity of the Delzant construction between toric manifolds and Delzant polytopes under a 
relatively strong assumption. 
 We had an extension of the generalized Pythagorean theorem to the boundary for the divergence of 
the dually flat structure on a Delzant polytope via toric geometry. 

研究分野： 幾何学

キーワード： Dirac作用素　局所化　トーリック多様体　Gromov-Hausdorff収束　双対平坦構造　ダイバージェンス　
情報幾何学

  ３版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
先行研究を群作用がある状況で発展および応用させ, 既存の結果により見通しのよい理解を与え, さらに非コン
パクトな設定への一般化を得た. 
 研究で得たトーリック幾何の知見を活かし, Delzant対応の連続性や, トーリック幾何を用いた双対平坦構造の
研究とその情報幾何的応用という新たな研究課題へとつながった. 

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
 
多様体の幾何学的不変量がその多様体のある部分領域に局所化するという現象が多くの場面で
現れる. この現象は不変量の計算の観点および理論的観点からも重要であり, これまで多くの
研究と応用がなされてきた. 古田幹雄氏と吉田尚彦氏との共同研究を含む一連の研究において, 
シンプレクティック幾何学における局所化現象のよりよい理解を得るために Dirac 作用素の解
析的指数の局所化の理論を構築してきた. 一方,高田土満氏や Y. Loizides 氏, Y. Song 氏らによって
Dirac 作用素の解析的指数理論は無限次元多様体への一般化が考察されている. 特に, Hamilton
群作用をもつシンプレクティック多様体の一般化としてループ群の Hamilton 作用をもつ無限
次元シンプレクティック多様体への一般化が活発に研究されてきた.  
 
 
２．研究の目的 
 
本研究の目的は, これまでの研究の発展/応用として, 近年活発に研究されているループ群作用
に関する無限次元多様体上の指数理論において, 有限次元の場合に現れたある種の格子点への
幾何学的な局所化現象を考察することである. 
 
 
３．研究の方法 
 
これまでの(共同研究を含む)研究において確立したファイバー束の族およびそのファイバーに
沿った微分作用素の族による Dirac 作用素の摂動理論を用いる. 主な研究対象はループ群が作
用する無限次元シンプレクティック多様体ないしはその一般化上で定まる同変 Dirac 型作用素
の解析的同変指数である. その第一段階として, 非コンパクトな多様体上の理論を考察する. そ
れらの指数に対して摂動から見出される指数の局所化現象を考察し, 無限次元多様体上の指数
理論に新たな知見を与える. 
 
 
 
４．研究成果 

 
(1) 非コンパクト多様体上の Dirac 型作用素の解析的指数とその KK ホモロジー類の定式化 
Loizides-Song らはコンパクト Lie 群のループ群の Hamilton 作用に対してある種の量子化
を定義している. 彼らは spin-c 量子化, すなわちある種の Dirac 作用素の指数として量子
化を定義したのであるが, その議論において無限次元多様体のある有限次元非コンパクト
多様体上の Dirac 型作用素の指数が本質的な役割を果たす. 本研究でも, 無限次元の設定
で適切な指数理論あるいは付随する量子化の理論を確立するために, これまでに確立した
ファイバー束の族およびそのファイバーに沿った微分作用素の族による Dirac 作用素の摂
動理論をトーラス作用をもつ非コンパクトな多様体への設定に拡張した. その際, 摂動に用
いるファイバーに沿った微分作用素の族として, 先行研究のものとは異なり, より群作用の
性質を反映するものを用いた. その摂動項は,Kasparov による orbital Dirac 作用素から着
想を得たものである. 摂動項を群作用に由来するより自然なものに取り替えた恩恵として,
摂動された作用素の Fredholm 性の証明が簡明になり,さらにその議論により KK ホモロジ
ーサイクルが得られることもわかった. この議論により,ある技術的な仮定をみたす非コン
パクトトーリック多様体の幾何学的量子化として(摂動された)Dirac 型作用素の指数を考え
ると,運動量写像の格子点で記述されるという Danilov 型の定理および非コンパクトな
Hamiltonian トーラス多様体に対する量子化とシンプレクティック簡約の可換性の証明が
得られた. また, 先行研究では不明確であった Braverman の摂動理論との関係についても, 
適当な仮定のもとでの一致が証明できた. この結果はCanadian Journal of Mathematicsに
掲載された.  
 また, Loizides-Rodsphon-Song らによって, orbital Dirac 作用素による摂動から得られる
指数をKKホモロジー類のペアリングと理解する結果が, 我々の摂動項に対しても成立する
ことがわかった. この理解により, 既存の消滅定理や同境定理の幾何学的な証明が得られる
ことがわかったが, 既存の定理と超える応用は残念ながら得られなかった.  
 
(2) トーリック多様体と Delzant 多面体の Gromov-Hausdorff 収束の関係 
これまでの研究で得られたトーリック多様体に関する知見をもとに, トーリック多様体と
Delzant 多面体の間の Delzant 構成の連続性に関する研究の着想を得た. この研究に関して, 



北別府悠氏(熊本大学)と三石史人氏(福岡大学)との共同研究を開始し, 比較的強い仮定のも
とでの連続性の結果を得た. この方向の研究についてはより一般の設定での連続性など, 今
後考えるべき問題が明らかとなった.  
 
(3) Delzant 多面体の双対平坦構造とそのダイバージェンスの境界への拡張 
凸多面体の内部上には定義方程式から定まる自然な双対平坦構造がある. 付随するダイバ
ージェンス関数がある意味で境界まで連続的に拡張できることがわかる.トーリック多様体
に付随する Delzant 多面体については, さらにそのダイバージェンスについて拡張
Pythagoras の定理が多面体の境界まで拡張できることがわかった.この結果は Information 
Geometry に掲載された.(2)の問題と同様に,今後考えるべき問題があきらかになった.  

 
(4) まとめ 
当初の目的であった Hamilton ループ群作用に関する無限次元シンプレクティック多様体上
の指数理論の構築には至らなかったが,重要なステップである非コンパクトな多様体上の指
数理論の構築ができたことは大きな収穫であった. また,本研究で得られたトーリック多様
体に対する知見から新たな問題意識が生み出されたことは大きな収穫であったと考えられ
る.  
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