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研究成果の概要（和文）：X, Y が複素多様体(または実代数多様体)とするとき, XからYへの正則写像のなす空
間をHol(X,Y) (または,多項式で表現される 代数的写像のなす空間をAlg(X,Y))とする. このとき, XからYへの
連続写像のなす(無限次元)写像空間 Map(X,Y)を, 有限次元空間Hol(X,Y) (または, Alg(X,Y))でどの程度の次元
までそのホモトピー型を近似できる問題(Atiyah-Jones-Segal型予想)を考える. 本研究では, 主に, Xがリーマ
ン球面(または, 1次元球面)でYがトーリック多様体の場合を取り扱う.
さらに、終結式に関連した類似の空間についても考察した.

研究成果の概要（英文）：For complex manifolds X and Y (resp. real algebraic varieties X and Y), let 
Hol(X,Y) (resp. Alg(X,Y)) denote the space of all holomorphic maps (resp. regular maps) from X to Y.
 When we denote by Map(X,Y) the space of continuous maps from X to Y, we consider what dimension the
 finite dimensional subspace Hol(X,Y) (resp. Alg(X,Y)) approximates the homotopy type of the 
infinite dimensional space Map(X,Y). This problem is usually called the Atiyah-Jones-Segal 
conjecture.  In this research we mainly consider the case for the Riemann surface X (resp. 1 
dimensional sphere) and a toric variety Y. We also investigate the analogues problem for several 
related spaces defined from the resultants.

研究分野： 幾何学（トポロジー）

キーワード： ホモトピー型　トーリック多様体　終結式　ホモトピー群　ホモロジー群　正則写像　例外的手術　ベ
クトル束

  ４版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
無限次元写像空間Map(X,Y)のホモトピー型の研究は, ゲージ理論等の数理物理とも密接に関連して重要な基本問
題である. しかしこの空間は無限次元の巨大な空間であり取り扱いが厄介である. そこで, この空間を取り扱い
やすい適当な有限次元部分空間（たとえば, Hol(X,Y)やAlg(X,Y))でどの次元までそのホモトピー型を近似でき
るかを調べることは極めて自然であり, 興味の持たれる問題である. 本研究の成果は, 数理物理への応用の観点
からも重要で社会的意義があり, さらに学術的意義もあると思われる.

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



　　　　　　　
様 式 Cー 19、Fー 19、Zー 19 （共通）

1. 研究開始当初の背景
位相空間X, Y に対して, X から Y への連続写像 f : X → Y 全体のなす写像空間Map(X,Y )

は, 一般には無限次元位相空間であり巨大である. 数理物理学や純粋数学では, この無限次元空間
Map(X,Y )の位相を調べることはとても重要であるにもかかわらずこの巨大さのためにそれを調
べるのはとても困難を伴う. さらに, そのホモトピー型を調べることですら, 一般にはとても困難
である.

そこで, 位相空間X, Y として, 複素多様体 (complex manifold) または, 実代数的多様体 (real

algebraic variety)に制限して考えることとする. この場合には, 無限次元空間Map(X,Y )には, こ
れより十分小さな次のような有限次元の部分空間が含まれている. 例えば, X,Y が複素多様体の
場合には, X から Y への正則写像 (holomorphic map)全体のなす部分空間 Hol(X,Y )が含まれ
る．同様に, X, Y が実代数的多様体の場合は, X から Y への（多項式で表現される)代数的写像
(regular map)全体のなす部分空間Alg(X,Y )が含まれる. この場合に, ２つの包含写像

i : Hol(X,Y )
⊂−→ Map(X,Y ), j : Alg(X,Y )

⊂−→ Map(X,Y )

を考えるとき, 包含写像 iまたは jによって, どの程度（どの次元）までMap(X,Y )のホモトピー
型が近似できるかを調べることは重要である. このような問題は, Atiyah-Jones-Segal型予想問題
と呼ばれている.

たとえば, X がコンパクトリーマン面 (複素１次元多様体）で, Y が十分対称性の高い複素多様
体の場合は, この問題は, 数理物理学上のシグマモデルとも密接に関連していてとても重要である.

とくに, 本研究では, とくに Y がトーリック多様体の場合に考察することを目標とした.

さらに, Gromovの提唱した H-原理 (homotopy principle)ともこの問題は密接に関連している.

また, 以前 (1999年頃), 研究代表者は, 研究分担者の Guest教授と共同研究者の Kozlowski教授
(Warsaw大学, ポーランド)との共同研究で, 終結式に関連する Arnoldの結果の類似の結果を証
明したことがある. この結果は, GromovのH-原理 (homotopy principle)とも関連すると共に, 最
近, B. Farb教授 (Chicago大学, USA)達の研究によってある種の終結式 (resultant)のなす空間に
密接に関連していることもわかってきた. そのため, 上記のAtiyah-Jones-Segal型予想問題を考察
すると共に, Farbの結果の一般化を考察することはきわめて有益であると思われる. 以上が, 本研
究の研究開始当初の背景にある事実である.

2. 研究目的
以下, X, Y を複素多様体 または, X, Y は実代数多様体とする. とくに, 基本的な場合として,

本研究では, X = RP1 (1次元実射影空間) またはX = CP1 (1次元複素射影空間, つまり リーマ
ン球面 S2)の場合を取り扱うこととする.

(1) X = RP1 のときには, 実代数多様体 Y に対して自然な包含写像 j : Alg(RP1, Y ) →
Map(RP1, Y ) = L(Y ) を考えると, L(Y ) は free loop space で, 写像 j はホモトピー同値であ
ることが証明される. 代数的写像全体の空間 Alg(RP1, Y )は多項式の総次数から自然な filtration

が入るのでVassiliev型 spectral sequenceが構成できる. これを利用して, Atiyah-Jone-Segal型予
想が成り立つかを調べることが可能となり, 今まで多数の写像空間のホモトピー型の研究に有効で
あった. 今回は, Y がトーリック多様体のときに詳しく調べた.

(2) X = CP1のとき, Y を複素多様体として自然な包含写像 i : Hol(CP1, Y ) → Map(CP1, Y )

を考える. このとき, 同様にして, 写像 iに対して, Atiya-Jone-Segal型予想が成り立つかを調べ
ることが第２の主要目的である. とくに, Y がトーリック多様体の場合には, Segalの顕微鏡写像
(scanning map)を利用できることがわかり, そのホモトピー型の解析に有効であることが期待で
きる.

(3) 最近, B.Farb-J.Wolfson達の研究によって, Y が適当な条件を満たす non-singular トーリッ
ク多様体 Y のときには, Hol(CP1, Y )に関連する, Y に対応する扇 (fan) Σから定まる resultant(一
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般化された集結式)の空間 Poly(Σ)を考えると, この空間に対して, (2)の結果の一般化が成立する
ことが予見される. この問題を考えることが, 本研究の第３の目的である.

3. 研究方法
この研究課題の主要部分は, 代数的トポロジー (algebraic topology)に属する. しかし, 問題とな

る空間（図形）Xや Y は, 代数幾何学のカテゴリーに属するため, 普通のトポロジーの道具は使い
にくい欠点がある. そこで, 本研究では主に, 実特異点論ではよく知られた (Arnoldによって導入
された) simplicial resolutionから導入される Vassiliev型 spectral sequence を用いて対象となる
空間のホモロジー群の計算を行う手法が本研究の基礎になる. さらに, 部分空間 Alg(RPm, Y )や
Hol(CPm, Y )は, 整数mが小さいときは, ラベル付き配置空間 (labelled configuration space)と密
接に関連するので, G. Segalによって開発された顕微鏡写像 (scanning map)も利用して上記問題
(1), (2), (3)を考察する事も, 第２の研究方法である.

なお上記のAtiyah-Jones-Segal予想に関する問題は, ラベル付き配置空間や代数幾何学と密接に
関連するため, 各研究分担者には以下の協力をお願いした.

代数的写像の空間 Alg(X,Y )の位相は, ラベル付き配置空間の位相と密接に関連するので, 島川
教授にはそのサポートを最初の１年間だけお願いした. また, 正則写像の空間Hol(X,Y )の位相の
関連と Y がトーリック多様体の場合には, 代数幾何学の専門家の大野教授には, 色々と代数幾何学
について教えていただいた. とくに, トーリック多様体に関する基本知識や知見については, 同氏
に色々と助けていただいた. さらに, Atiyah-Jones-Segal予想問題はもともと, モース理論が関連
するので, geometric topology の専門家の山田教授には, その方面で色々とサポートしてもらった.

最後に, モース理論に関連して, 無限次元モース理論と調和写像の幾何学については, 調和写像の
専門家のGuest教授にサポートをしてもらった.

4. 研究成果
研究代表者と各研究分担者の研究成果を箇条書きで述べる.

・ 研究代表者は, 写像空間に関する Atiyah-Jones-Segal型予想問題と関連する話題について研
究してきた. 主な成果は以下の通りである.

(1) 以前, Xと Y が実代数的多様体のとき, 多項式で表現されるXから Y への代数的写像 (正則
写像)のなす空間 Alg(X,Y )が, 対応する連続写像全体のなす無限次元写像空間Map(X,Y )をど
の程度の次元までそのホモトピー型を近似するかを研究する過程で, Xがm次元実射影空間RPm

で、Y が非特異なコンパクトであるトーリック多様体 Y の場合にこの近似次元を, Y の扇 (fan)Σ

の組合せ構造から具体的に決定することに成功した. これに関連して, X が複素 1次元射影空間
CP1で, Y が非特異トーリック多様体の時に, 扇 (fan)Σがある種の条件を満たせば, Y がコンパク
トでない場合にも, 有限次元空間 Hol(CP1, Y )が, 無限次元空間Map(CP1, Y )のホモトピー型を
十分近似できることおよびどの程度 (どの次元まで) まで近似できるかを解析できた.

(2) 最近 B.Farb-J.Wolfson達によって, 体 F上のある終結式 (resultant)に関連して定義される
ある種の affine variety Polyd,mn (F)の数論的研究が行われ, とくに, 彼らは, Fが有限体 F = Fq の
場合に行われた. これを, F = Cの場合に, 2017年に A. Kozlowski教授 (Warsaw大学)との共同
研究で, 最近精密化することに成功した. 実は, この成功の過程で, B.Farb-J.Wolfson達が定義し
た Polyd,mn (F)は, より一般の場合に拡張できることにこの共同研究で明らかになった. 実は, こ
の一般化となる彼らの定義した空間は, トーリック多様体の扇 (fan)Σから定まるある種の affine

variety であり, B.Farb-J.Wolfson達が定義したPolyd,mn (F)は, 複素射影空間CPnの場合に対応す
る事もわかった. この空間に対しても, Atiyah-Jones-Segal型の結果が成り立つことが証明できた.

(3) B.Farb-J.Wolfson達によって, 体 F上のある終結式 (resultant)に関連して定義されるある
種の affine variety Polyd,mn (F)の実類似の空間 Qd,m

n (F) のホモトピー型の研究を, F = Rまたは,

F = Cの時に行なった. この空間は, n = 1の場合には, 以前に Arnoldや Vassievによって, 実特
異点論に関連する重要な基本的空間でありその一般化は有用と思われる. とくに, この空間のホモ
トピー型を完全に決定することができた.

・４次元多様体の研究分担者の研究成果は以下の通りである.

(1) Martell-Petronio-Roukemaの「最小ねじれ 4成分絡みめ」の定理を判定条件として利用す
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ることにより, Mazur linkなどの 4次元多様体に多く現れるいくつかの 2成分絡み目に沿う整数係
数の例外的デーン手術 (Dehn surgery)の分布を考察した. また, 例外的デーン手術のうちレンズ
空間手術の散発的例に関して, 古い結果の重要性をあらためて見出し, 論文を再構成して投稿した.

(2) さらに, 例外的デーン手術としてレンズ空間を生じる結び目のうち, 散発的と呼ばれる希少
種の結び目がすべてディバイド曲線表示されることを示す論文が、査読者の助言に基づく最終段
階の推敲を経て出版できた.

(3) 関連して, 例外的手術としてレンズ空間を生じる結び目の曲線表示 (divide)について, 最後
に残っていたVIII型と呼ばれる結び目族の具体的表示が, 計算機を利用 した考察 により当初推測
した形状が正しくなかったことがわかった. また, デーン手術の研究集会では, 自分の過去の成果
を概観した上で VII型, VIII型の手術を 一般化した現象の最近の進展についても紹介する講演を
行った.

・代数幾何学担当の研究分担者の研究成果は以下の通りである.

(1) 非特異射影多様体上のネフなベクトル束の分類問題を研究した. とくに, 射影空間上の第 1

チャーン類が 3のネフなベクトル束を分類した. その照明の過程で, 第 2チャーン類が 9の場合に
一部謝りが見つかったため, その修正も行った.

(2) 射影平面上のファノ束の分類証明を, ネフ束との観点から見直し, 3次元射影空間上のファノ
束の分類へとつながる別証明を探索した. さらに, 複素 2次曲面上の第 1チャーン類が (2,2)のネフ
なベクトル束の分類し, その結果を論文にまとめた. また, 3次元の複素 2次超曲面上の第 1チャー
ン類が 2のネフなベクトル束の分類に取り組み, その分類を行なった.

・関連する幾何学の研究分担者の研究概要は以下の通りである.

(1) tt∗-Toda方程式に関連したmeromorphic bundleのモジュライ空間の symprectic 構造につ
いて継続して研究を行った. さらに, loop groupを利用した tt∗-Toda方程式に関するアプローチ
も継続して行った.

(2) また, tt∗-Toda方程式のmonodromy データの Lie-理論的構造についても研究した. さらに,

Painleve-typeの方程式についてのRiemann-Hilbert 的アプローチも研究した
・微分空間の位相とラベル付き配置空間 (configuration space)の研究分担者は, 以下の研究を行
なった.

(1) 微分空間の圏における写像空間や配置空間のホモトピー型を調べるための基本的な手段を与
えるスムース・ホモトピー論について研究を進めた.

(2) また, 滑らかな多様体の間の写像に関するWhitney近似定理を, 微分空間の圏 (category) に
おいても定義される滑らかなセル複体の写像に一般化することもわかった.
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