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研究成果の概要（和文）：平面間の写像の余階数2の特異点で一番よく現れる特異点に対して使いやすい判定法
を得た。さらにこの条件の幾何学的意味も与えた。ツバメの尾の特異点曲線に沿う可展面を構成し、その可展面
の特異点の性質と特別な可展面になる条件を得た。フロンタルでない特異点に対して軸曲率なる新しい基本的な
不変量を与えた。与えられた発散することを許す平均曲率を持つ回転面の構成法を与えた。特異点を持つ曲面の
円柱との接触を測る円柱方向を定義して性質を調べた。波面のようにパラメーター表示を持たない曲面であるコ
ースティックに対して, blow-upの手法を用いてパラメーター表示を与え、ガウス曲率が消える曲線の配置を明
らかにした。

研究成果の概要（英文）：A useful criteria for sharksfin and deltoid singularities which is the rank 
zero singularities that appear most frequently from the plane into the plane is given. Furthermore, 
the geometric meaning of this condition is given. A developable surface along the singular curve of 
a swallowtail is constructed, and the properties of this surface, in particular singularity, 
conditions for cylinders and cones are given. A new fundamental invariant, the axial curvature, is 
given for non-frontal singularities. A method to construct for a surface of revolution with given 
mean curvature with diverging points is given. A cylindrical direction for singular surfaces, 
cuspidal edges and Whitney umbrella, which measures the contact of a surface with a cylinder, is 
given and its properties are investigated. For caustics, which are surfaces without parametrization 
is given by using the blow-up method, and the configuration of curves of vanishing Gaussian 
curvature is clarified.

研究分野：幾何学

キーワード： 特異点　波面　フロンタル　特異点の判定法　特異点の曲率
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研究成果の学術的意義や社会的意義
平面間の写像の余階数2の特異点で一番よく現れる特異点に対して使いやすい判定法を得た。さらにこの条件の
幾何学的意味も与えた。この基本的な特異点に対して使いやすい判定法が与えられたことは今後これらの特異点
に対応する特異性が調べやすくなったという意味であり、非常に大きな学術的意味を持っている。ツバメの尾の
特異点曲線に沿う可展面を構成、フロンタルでない特異点に対して軸曲率なる新しい基本的な不変量を与えたこ
と、特異点を持つ曲面の円柱との接触による円柱方向の定義、与えられた発散することを許す平均曲率を持つも
のの構成は今後これらの特異点の研究が進むことを意味し、意義深い。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 

研究開始当初の時点で有用な判定法のなかった重要な特異点に平面間の写像の余階数 2 の

特異点で一番よく現れる sharksfin 特異点と deltoid 特異点があった。平面間の写像で余階数 

2 の特異点が現れる場面がいくつか観察されており、これらの特異点を簡単に判定する方法が

必要な状況であった。また、特異点の微分幾何学に関して、5/2-cuspidal edge の SO(3)-標準形

が未導出であった。また、分岐集合の D4 特異点のようにパラメーター表示を持たない集合の 

SO(3)-標準形は全く手つかずであった。これも曲面のある変換に現れることが観察されており、

こちらの SO(3)-標準形が必要な状況であった。 

判定法がある特異点に関しても Lie sphere transformation、回転面、剱持型表現公式がある

曲面、双対曲面など新しくこれらの特異点が現れる場合が散見されており、研究の必要があった。

他にも接触構造の交差の特異点や誘導計量が退化するような点を特異点とみなすことができる

状況や、カスプ辺の等長変形など判定法を用いて研究する必要のある本研究課題に属する研究

が必要なものがいくつかある状況であった 

 

２．研究の目的 

本研究課題の目的は大きく 2 つに分けられた。一つは微分可能写像の特異点論の整備であり、

特異点の判定法を充実させることである。まずは、近年の特異点論を２変数の場合に特化させ、

変数が少ない場合だからこそ深められる部分を深め、応用へ向けて使いやすい形に整備し、それ

を用いて判定法のない特異点の判定法を与えることである。二つ目は曲面の特異性に関する幾

何学への応用である。曲面は特異点を有することがある。また、特異点はなくとも曲面は、ガウ

ス曲率が零となる点、臍点などの特異性を持つ。この特異性を詳しく調べることである。特異点

をもつ場合の「曲率」やガウス曲率が零となる点の分類、曲率が特別な性質を有する曲面の特異

点等を一つ目の目標で述べたチューンナップされた特異点論を利用して詳しく解析することで

あった。 

 

３．研究の方法 

特異点論の整備に関しては特異点論を２変数の場合に特化させ、特異点の有用な判定法を作

ってそれを応用して様々な場面で現れる特異点の条件を与えることであり、微分幾何学に関し

ては SO(3)-標準形を導出して各係数の幾何学的意味を調べることが主要な２つの研究課題に対

する方法である。他にも、誘導計量が退化するような点を特異点とみなして研究する場合もその

空間に即した計量を保つ外側の微分同相写像による標準形を導出して調べる。曲率が特別な性

質を有する点については特異曲率・法曲率に対応する不変量を計算してその幾何的意味を調べ

ることが主な方法である。 

 

４．研究成果 

研究計画にしたがって必要な特異点の判定法を得ることからはじめた。判定法のなかった重要

な特異点に平面間の写像の余階数 2 の特異点で一番よく現れる sharksfin 特異点と deltoid 

特異点があり、これらの使いやすい判定法を次のように得た。 

 



定理 写像芽 f : (R^2, 0) → (R^2, 0) を rank df_0 = 0 をみたすフロンタルとし、f の特

異点識別子を λとする。特異点識別子 λ は 0 で非退化な臨界点をもつとする。ベクトル場 

η_1、η_2 は 0 で一次独立であり、λ のヘッセ二次式の解とする。このとき、f が sharksfin 

特異点 (deltoid 特異点) であるための必要十分条件は det Hess λ(0) < 0 (det Hess λ(0) 

< 0) かつ 

det(η_1^2 f, η_1^3 f)(0) は 0 でないかつ det(η_2^2 f, η_2^3 f)(0)は 0 でない 

である. 

 

 この条件はベクトル場をヘッセ二次式の解となっているようなものを見つけるだけで特異点の

判定ができるので非常に有用である。実際、2 次元の自由度を持つ平面内の運動に現れるこれら

の特異点の条件式を与えられた運動の情報を用いて具体的に与えることができた。さらにこの

条件の幾何学的意味も得た。カスプ辺に沿う可展面に関して等長変形で移り合うものを調べ、移

り合うものが 4 種類あることや、カスプ辺の曲率との関係等を得た。また、以前得ていたツバ

メの尾の標準形を用いてツバメの尾の特異点曲線に沿う可展面を構成し、可展面の特異点がカ

スプ辺となる条件、ツバメの尾となる条件をもとのツバメの尾の幾何的性質によって記述した。

さらに可展面が特別なもの、柱面と錐面となる必要十分条件を与えた。これらを図に描くと、ツ

バメの尾の特異点曲線と可展面の接触の様子がよく理解できる。曲面の特異点でカスプ辺の法

曲率に対応するものは臍曲率であるが、特異曲率に対応する軸曲率を定義し、性質を調べた。こ

れは臍曲率と違ってホイットニーの傘に対しても定義される。また、波面のようにパラメーター

表示を持たない曲面であるコースティックに対して、blow-up の手法を用いてパラメーター表

示を与えた。これはコースティックの母関数の P-R+-同値に対してパラメーター空間の微分同

相写像を等長写像のみに制限することによって母関数の標準形を言えるようなものを作ること

によった。具体的には 

 

定理 関数 F は 2 変数関数 u^3 – uv^2 の 3 パラメーター x = (x_1, x_2, x_3) の開折で、

モース関数族となるようなものとする。 

 

 

 

 

 

 

 

 

を示した。この定理を用いて D_4^+ 特異点のコースティックに対して放物集合のジェネリック

な配置を決定した。D_4^-特異点の標準形も原点から放射状に定義できない領域ができるが、与

えた。カスプ辺を持つ曲面に対して以前定義した不変量を具体的に計算してその双対性や性質

をさらに明らかにした.さらにこのことを参考にして誘導計量が退化する曲面に対しても退化す

る点の集合を特異点と思いさらにカスプ辺のような特異点と捉えることにより、カスプ辺に対

して定義した不変量を導入し、その性質と大域的な関係式を得た。回転面に対して与えられた発

散することを許す関数を平均曲率に持つような特異点をもつ平面曲線から得られる回転面に対

して剱持型の公式を与え、特異点の条件を与えた.それが周期的になる関数の条件も与えた。回



転面とは限らない場合に対しても与えられた発散することを許す関数を平均曲率にもつ特異点

付き曲面を構成した。他にも特異点をもつ曲面の幾何学を中心に研究を行い、いくつかの結果を

得た。 
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