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研究成果の概要（和文）：ルート系に付随する実トーリック多様体について，そのコホモロジーへのワイル群の
作用を考察したのが最も興味深い成果である．その応用として，オイラーのジクザク数の一般化という組合せ論
的におもしろい対象がトポロジーを通して出現した．
また，旗多様体や実トーリック多様体，ワイル群などを扱った研究全般を通じて，具体例を計算するためのアル
ゴリズムを多数開発した．
数学外にも応用される計算機プログラムを研究期間中に複数公開した．

研究成果の概要（英文）：The most interesting result obtained during the research period is the 
determination of the action of the Weil group on the cohomology of the real toric manifolds 
associated with root systems. As a byproduct, a topological realisation of a combinatorial object 
known as the generalised Euler's zigzag numbers were obtained.
Throughout the research period, a number of algorithms for computing concrete examples regarding 
flag manifolds, real toric manifolds, and Weyl groups were developed.
Also, computer programmes were produced and made publicly available as open-source software, and 
they have been used in various fields outside of mathematics.

研究分野： 位相幾何学

キーワード： 同変トポロジー　計算トポロジー　ワイル群　旗多様体

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
旗多様体や実トーリック多様体といった空間のトポロジーと組合せ論を協調させて解析する実例を複数提供した
ことが，同変トポロジー分野における学術的意義といえる．
また，計算アルゴリズムを開発しその実装を公開したことで，今後具体例から新たな知見が得られることが期待
される．
応用として，機械学習や画像解析の手法を開発し，こちらもその実装を公開している．実際に医療・材料・デー
タ解析などに利用されており，社会還元がなされている．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 
旗多様体やトーリック多様体など，良い群作用を持つ空間のトポロジーは，しばしば離散的対象
を用いて記述できる．例えば，シューベルトカリキュラスでは旗多様体をワイル群や対称多項式
を通して，トーリック幾何・トポロジーではトーリック多様体を多面体や単体複体を通して調べ
ることで，多くの構造が明らかにされてきた．また逆に，組合せ論の問題がこれらの対応を通じ
て空間の問題に翻訳されることで，トポロジーを用いて解決される例も多い．このような空間と
組合せ論の対応を考察するのが同変トポロジーの一つの側面であるが，その中で本研究では，旗
多様体と実トーリック多様体を主な対象に，ホモトピーの手法を用いて組合せ論の道具を空間
へ持ち上げる手法の開発を目指した．  
 
 
２．研究の目的 
 
ルート系・ワイル群は数学の至る所に現れる対象であるが，同変トポロジーの文脈では，旗多様
体とトーリック多様体を通して出現する．その組合せ論的な構造が，これらの空間のホモトピー
論にどう現れるかを探ることが本研究の目的であった．特に，コンパクト・リー群に付随する旗
多様体と，ルート系に付随する実トーリック多様体について考察した．良く調べられている複素
トーリック多様体に対して，実トーリック多様体は異なる様相を示す場面も多く，その差異が具
体的に現れる性質を探るのも一つの目的とした． 
 
 
３．研究の方法 
 

1) ワイル群の組合せ構造を幾何的に実現するものとして，コクセター複体に付随する実ト
ーリック多様体を考察した．この方向の研究では，複素トーリック多様体に関するもの
が主流であるが，実トーリック多様体では少なく，複素と実の差異を見る上でも興味深
い． 

2) コンパクト・リー群の等質空間として旗多様体へワイル群が作用するが，旗多様体のコ
ホモロジーへのワイル群の群環の作用を，その他のホモトピー論的に定義される作用素
と関連させつつ調べた． 

3) 旗多様体と，重要なトーリック多様体であるボットの塔を同時に一般化するものとして，
旗多様体の束の塔で表される空間を考察した． 

4) 多様体が与えられたとき，その部分多様体がいつベクトル束のゼロ切断として実現でき
るかは基本的な問題である．旗多様体の場合に，コホモロジーや K理論がシューベルト
多項式で記述できることを用いて，この問題にアプローチした． 
 
 

４．研究成果 
 

1) に関するもの 
 

コクセター複体の上には元のワイル群が作用するが，これに対応する実トーリック多様体のコ
ホモロジー上に誘導されるワイル群の表現を具体的に計算した．その応用として，E型を除くワ
イル群のコクセター複体に対応する実トーリック多様体のベッチ数を決定することができた．
この研究は，The Korean Federation of Science and Technology Societies (KOFST) によっ
て 2020 年度 The 30th Annual Excellent Paper Award に選出された． 
さらに，B型, C 型に対応する実トーリック多様体のベッチ数については，古典的な組合せ論の
対象であるオイラーのジグザグ数，またその一般化との関連を見いだした． 
 

2) に関するもの 
 
ワイル群の群環における冪等元と非安定アダムス作用素をホモトピー型のレベルに持ち上げる
ことで，旗多様体の懸垂が簡単な空間の一点和へ分解することを示した．その応用として，旗多
様体から自分自身への写像全体のなすホモトピー集合を計算する方法を与えた． 
 
本研究の一つの特徴として，具体的なアルゴリズムの開発も実施した．1),2) の結果は計算機プ
ログラムとしても公開している． 
 



3) に関するもの 
 
射影空間の束の塔で表されるボットの塔は重要なトーリック多様体であるが，その一般化とし
て旗多様体の束の塔で表される空間を考察し，その上へのトーラスの作用を定め，同変コホモロ
ジーを決定した．また，ボットの塔では束の塔としての構成と，リー群の部分群による商空間と
しての構成の二つの見方ができることが重要であるが，この一般化についても二つの構成が可
能であり，それらが同値であることを示した．  
 

4) に関するもの 
 
一つの旗多様体における一点，あるいは同じ旗多様体の二つの直積における対角集合という部
分多様体が，いつベクトル束のゼロ切断として表されるかについて考察を行った．これはそれぞ
れ旗多様体のコホモロジーとトーラス同変コホモロジーの問題として定式化され，ルート系に
付随する(二重)シューベルト多項式との関連から調べられた． 

 
5) その他・計算トポロジーに関するもの 

 
(コ)ホモロジーの計算アルゴリズムを考察する中で，研究開始当初に予期していなかった方向
として，パーシステントホモロジーの高速計算アルゴリズムの開発を行なった．パーシステント
ホモロジーは，位相データ解析と呼ばれる新しいデータ解析手法の主要な道具である．CTや MRI
といった３次元画像に対してパーシステントホモロジーを高速に計算するソフトウェアを公開
した．また，それを医用画像解析に適用する研究も行なった．特に肺 CT から疾患部位を同定す
る手法を提案することができた． 
 
また，広くトポロジーの応用研究を行った． 
・空間対を用いて有向グラフに幾何的表現を与える手法を開発した．これはグラフ型のデータを
扱う機械学習においても有用であるため，機械学習分野で発表した． 
・超平面配置を用いて，対称群の上の確率分布の新しいモデルを提案した．これは嗜好などの順
位データの解析に応用でき，機械学習分野で発表した． 
・カライドサイクルと呼ばれるリンク機構を，その配位空間を調べることで解析した．二次方程
式系の実解の集合として定まる配位空間の上に，半離散可積分方程式で記述されるフローを与
え，それがリンク機構の運動を記述することを示した． 
 
これらの成果は論文だけでなく，その実装をオープンソースソフトウェアとしても公開してお
り((https://github.com/shizuo-kaji/)，医療・材料・機械学習などの分野で利用されている． 

 
以上の応用トポロジーに関する研究などが，2020 年度 第 9 回 藤原洋数理科学賞 奨励賞 に選
出された． 
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