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研究成果の概要（和文）：本研究課題では、エネルギー交差をキーワードに研究を行った。量子共鳴の準古典分
布に関して、藤家-Martinez-渡部(FMW)の一連の研究は、準古典パラメータについて分数ベキの虚部をもつ量子
共鳴の存在及び分布を明らかにした。これは、単独の場合では現れない連立系ならではの古典軌道の弱い捕捉に
対応する量子共鳴と理解できる。
また擬交差間の断熱遷移確率に関しては、２パラメータの問題として、完全WKB法が適用できない場合について
考察した。エネルギーの線形交差モデルでは、超局所的な標準形への帰着し、また接触交差モデルでは、FMWの
手法を改良したAssal-藤家-樋口の手法により解決することに成功した。

研究成果の概要（英文）：The keyword of this research project is "energy-level crossing". Concerning 
semiclassical distributions of quantum resonances, our series of works (Fujiie-Martinez-Watanabe) 
showed the existence and distribution of quantum resonances whose imaginary part is a fractional 
order with respect to the semiclassical parameter. It can be understood that these resonances are 
created by a weakly trapped trajectories, which cannot be realized in the case of a single-valued 
Schrodinger operator. 
We also studied a problem of an adiabatic transition probability for avoided crossings and, in 
particular, a problem to which can not be applied an exact WKB method. The problem in a linear 
crossing model was solved by Watanabe-Zerzeri by means of a reduction to a microlocal normal form 
and that in a tangential crossing model has been investigated by Higuch-Watanabe thanks to the 
recent approach introduced by Assal-Fujiie-Higuchi.      

研究分野：基礎解析学

キーワード： エネルギー交差　準古典解析　量子共鳴（レゾナンス）　遷移確率　完全WKB解析　準古典超局所解析

  ３版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
量子共鳴や遷移確率は、スペクトル・散乱理論の研究対象であり、特に準古典解析として、古典軌道といった古
典力学特有の性質により量子力学の現象を記述する典型的なトピックである。
本研究の学術的意義は、連立系を扱うことにより、単独の場合には現れない古典軌道をもつシュレディンガー作
用素を考察することが可能になり、実際に単独の場合では得られない量子共鳴の存在を明らかにした点である。
特に、既存の完全WKB解析や準古典超局所解析の手法では解析できない場合に対する新たな手法を提案したこと
の意義も大きく、我々の手法を拡張した最近の結果は、もう一方の研究課題であるLandau-Zenerの公式の一般化
にも適用された。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１． 研究開始当初の背景 
本研究課題の背景にあるのは、量子力学を記述するシュレディンガー方程式である。シュ
レディンガー方程式には、プランク定数と呼ばれる物理定数が含まれるが、本研究課題の標
題にある準古典解析では、この定数を小さなパラメータとみなし、シュレディンガー方程式
の解やシュレディンガー作用素のスペクトルなどの h→0における漸近挙動を調べる。この
ような解析を準古典解析と呼ぶのは、極限 h→0において、シュレディンガー方程式の記述
する量子力学的描像が対応する古典力学的描像へ回帰するというボーアの対応原理に由来
する。したがって、hに関する漸近展開の初項や第二項に、古典力学の不変量、すなわち相
空間上の幾何学的保量を見出すことが、ボーアの対応原理の数学的解釈であり、本研究課題
の背景である。 
本研究課題で取り組んだ対象は、（１）レゾナンス（量子共鳴）と（２）擬交差間の断熱
遷移確率である。ともに準古典解析によるアプローチで取り組んだ問題であるが、物理的背
景を含め、以下に述べる。 

（１）レゾナンス（量子共鳴） 
レゾナンスとは、シュレディンガー作用素のレゾルベントを、適当な定義域の下、上
半平面から下半平面に有理型拡張した際に現れる極である。この複素平面上の点スペク
トルであるレゾナンスは、散乱行列の極、ないしは複素領域に傾けた実軸上の固有値（実
際には複素固有値）としても得られる。 
物理学的に、レゾナンスの虚部は量子的粒子の生存時間の逆数に比例すると考えられ
ており、そのため実軸に近いレゾナンスほど重要となる。またレゾナンスの準古典分布
と、対応する古典力学との関係については、多くの先行研究があり、本研究でも相空間
上の補足された古典軌道の存在とレゾナンスの存在、また“捕捉の強さ”とレゾナンス
の虚部の hに関するオーダーの関係が、非常に興味深い問題となる。 

（２）擬交差間の断熱遷移確率 
 断熱遷移確率とは、遷移確率と呼ばれる物理量の断熱極限のことである。本研究にお
ける遷移確率とは、正規化された Jost 解の基底変換行列の非対角成分の絶対値の二乗
である。ここで Jost 解とは、一般に散乱問題で扱われる遠方で適当な漸近条件をみた
す解を意味するもので、本研究においては、Jost解は時間±∞でエネルギーの固有状態
を表すものである。２つのエネルギーの時間発展がギャップをもつ場合において、一方
のエネルギーに対応する固有状態が時間発展する際、他方にエネルギーに対応する固有
状態へ移り変わることは、古典力学的にあり得ない。しかし量子力学的には、そのよう
な移り変わり（遷移）が量子効果として起こり得る。この時間発展を時間依存シュレデ
ィンガー方程式とみるとき、準古典パラメータは断熱パラメータと呼ばれ、ボーアの対
応原理は断熱定理と読み替えられる。この点において、断熱遷移確率は準古典解析によ
るアプローチが有効なトピックである。 
 研究課題にあるように、2準位のエネルギーの時間発展が互いに交差するとき、その
交差の相互作用から 2準位系全体のエネルギーは互いに交差を回避する状況が生じる。
この現象は擬交差と呼ばれ、エネルギーギャップをもつ量子系の典型的なモデルである。
特に、エネルギー準位が 1次関数であるとき、遷移確率はLandau-Zenerの公式（1932）
で与えられることが知られている。これに端を発し、エネルギー交差やそれを記述する
ハミルトニアンを一般化した際に、Landau-Zenerの公式がどのように一般化されるか
が今回の研究課題の背景となる。 

 
２． 研究の目的 
前節同様に、取り組んだトピックごとに記載する。 

（１）レゾナンス（量子共鳴） 
この課題では、2 元連立 1 次元シュレディンガー方程式系を考察する。これは、対角
成分をシュレディンガー作用素、相互作用を表す非対角成分を 1階の微分作用素とす
る行列値作用素の固有値問題である。この行列値作用素は、数学的には、２つのシュ
レディンガー作用素を連立させた一般化という素朴な見方も可能であるが、本来、分
子ダイナミックスを記述する多体シュレディンガー方程式に対して、ボルン=オッペ
ンハイマー近似、グルーシン問題に基づく簡約化によって得られる行列値作用素であ
る。この簡約化は、共同研究者の Martinez 氏らの仕事（1992）において、準古典解
析により数学的に定式化されたものの、行列値作用素のレゾナンスの先行研究につい
ては Grigis-Martinez 両氏の仕事（2014）や中村周氏の仕事（1995）などに限られ、
未開拓な分野といえるものであった。行列値作用素に含まれる２つのシュレディンガ
ー作用素のポテンシャルエネルギーの一方は井戸型（結合エネルギー）、他方は減衰す
るもの（非結合エネルギー）とすると、２つのエネルギーは交差する。エネルギー交
差準位に対する相空間において、このエネルギー交差点は、井戸型が生成する周期軌



道と他方が生成する散逸軌道が接する点であり、不動点のような弱い補足が存在する。
またエネルギー交差下位準位に対する相空間においては、周期軌道と散逸軌道は分離
され“島の中の井戸”と呼ばれる強い補足が存在する。前者は、我々の共同研究（藤
家-Martinez-渡部 2016, 2017）により、レゾナンスの虚部が hの分数冪で与えられる
ことが明らかになり、後者は、蘆田氏の研究（2018）により、レゾナンスの虚部が h
に関して指数減衰することを明らかになった。一方、交差上位準位では、周期軌道と
散逸軌道によって疑似的に生成される捕捉された軌道が存在する。この 2元連立なら
ではの“捕捉の強さ”がレゾナンスの虚部にいかに影響するかというのが本課題の大
きな目的である。 

 

 
（２） 擬交差間の断熱遷移確率 

この課題では、時間依存シュレディンガー方程式をモデルとする 2 元連立 1 階常
微分方程式系を考察する。2×2 行列値で与えられたハミルトニアンは、トレースが
ゼロとなる行列で、有限個の零点をもつパラメータに依存しない関数 V(t)を対角成
分に符号が相異なる形でもつものとする。対角成分自体はそれぞれ、自身の零点にお
いて交差する２つの時間発展エネルギーを表す。さらに、この交差の相互作用を、非
対角成分に小さなパラメータεで与えるものとすると、系全体の２準位エネルギーで
あるこの行列の固有値は、擬交差を実現する。ここで注意したいのは、この方程式系
は、時間依存シュレディンガー方程式に含まれる断熱パラメータ h と相互作用パラ
メータεという２つの小さなパラメータを含むものとなり、本研究課題は２つのパラ
メータに関する漸近解析となる。 

Landau-Zenerの公式の一般化を目論むこの課題では、ハミルトニアンを行列値作
用素から一般の作用素に拡張するのではなく、対角成分の V(t)を、特に零点の性質に
関して一般化する方針で研究を行った。前者の先行研究では、主に関数解析的手法に
よるアプローチが行われ、準古典解析の理論的な整備を経て、準古典超局所解析によ
るアプローチも行われた。一方、後者の先行研究では、特殊関数を用いた断熱近似や
古典的なWKB近似によるアプローチが主であったが、近年、2元連立 1階常微分方
程式系の完全WKB解析の整備により、V(t)の零点が退化した場合も含め、本研究課
題の出発点となる結果（渡部 2006、渡部-Zerzeri 2012）が得られている。 
本研究で扱う方程式系に対し、完全WKB解析を適用する際、先に述べたように２
つのパラメータを含む問題であるという点は興味深い。この観点から研究の目的につ
いて言及する。発散級数であるWKB解を真の解と対応付けることを数学的に厳密に
議論する上で、変わり点と呼ばれるWKB解析特有の特異点は重要である。事実、擬
交差のモデルにおいて、この変わり点は複素平面上の交差点であり、相互作用パラメ
ータ依存して合流するという問題を孕む。完全WKB解析による自身の先行研究にお
いて、遷移確率の漸近挙動が、変わり点を通るストークス曲線（アイコナル方程式の
解の実部の等高線）の幾何学的構造により特徴づけられ、さらには完全WKB解析が
有効な hとεの２つのパラメータの関係を与えた。特に後者については、V(t)の零点
が退化した場合についても議論し、その関係が退化次数によって特徴づけられること
も明らかにしている。一方、２パラメータの問題として、完全WKB解析が有効でな
い場合については未解決であり、この点にアプローチすることが本研究課題の目的で
あった。 

 
３． 研究の方法 
先と同様に、取り組んだトピックごとに記載する。 

（１）レゾナンス（量子共鳴） 
 この研究課題は、André Martinez氏（ボローニャ大学）と藤家雪朗氏（立命館大
学）との共同研究によって進めた。この共同研究は我々の２つの先行研究に続くもの
で、研究の方針は、同様に「解の構成」と「量子化条件の導出」がポイントになる。
前半では、対角成分の単独のシュレディンガー作用素の基本解を用いた逐次近似法で



ベクトル値関数の解を構成する。その基本解の性質により、準古典パラメータに関し
て解の良い評価を得ることで、後半の量子化条件からレゾナンスの虚部の詳細な情報
を抽出する、ということがこの研究のポイントになる。 
エネルギー交差準位を扱った先行研究では、２つの対角成分の基本解のいずれか一
方が楕円型に由来する良い性質を持っており、基本解を逐次施す際に、良い性質をも
った基本解が他方の悪い部分を上手くケアしたところが妙手であった。本研究課題で
あったエネルギー交差の上位準位では、基本解がともに楕円型とならない場合が生じ、
先行研究と同様の手法だけでは、量子化条件からは井戸型のポテンシャルに由来する
固有値の近傍のレゾナンスの存在は確かめられるものの、その虚部に関して十分な情
報を抽出することができない。 
そこで本研究では、レゾナンス及びレゾナント状態（一般化固有関数）の存在が確
かめられたことを出発点とし、レゾナント状態を超局所 WKB 解として与えること
で、超局所的な接続から、レゾナンスの虚部の h に関する漸近展開を詳細に計算し
た。この点は、先行研究の方法と大きく異なる点である。 

（２）擬交差間の断熱遷移確率 
 この研究は、本研究課題の本来の実施期間に加え、コロナ禍における延長期間にお
いても継続して進められたものである。本来の期間においては、Maher Zerzeri氏（パ
リ１３大学）との共同研究として遂行し、延長期間においては、樋口健太氏（愛媛大
学）との共同研究として行った。前節２.（２）で述べたように、完全WKB解析が有
効でない場合について調べるということは、変わり点近傍の WKB 解に代わる別の
解、すなわち変わり点が含まれる V(t)の零点近傍で有効な漸近展開を持ち、かつ解空
間の基底となる局所解を導入すること、さらにはWKB解の変わり点近傍の接続公式
に代わる局所解の接続公式を得ることに他ならない。そこで、実施期間前半の Zerzeri
氏との共同研究では V(t)の零点が非退化な場合を扱い、ウエバー方程式に対応する
超局所的な標準形に帰着するという手法を採用した。 
 次に、V(t)の零点が退化した場合について考察することが自然となるが、この場合、
特殊関数を背景にもつ超局所的な標準形は知られていないため、実施期間前半では方
針が立たない状況であった。しかし、もう一方の課題であるレゾナンスの研究で培わ
れた手法を援用する方針で研究を始め、近年その手法の一般化に成功した樋口氏と共
に、実施延長期間において、対角成分の作用素の基本解を用いた解の構成、及び退化
した停留点に対する停留位相法を用いる手法を採用した。 

 
４． 研究成果 
こちらも同様に、取り組んだトピックごとに記載する。 

（１）レゾナンス（量子共鳴） 
 この研究課題に関しては、当初の計画以上に進展したと認められる。これまでの先
行研究同様に、井戸型の生成する固有値の複素近傍にレゾナンスが存在することを示
し、その虚部の漸近展開の主要部が h の２乗のオーダーであることを示した。特筆
すべきは、主要部に、２つの古典軌道が生成する擬捕捉軌道の幾何学的不変量（擬捕
捉軌道に囲まれた部分の面積）が明示的に現れることを示したことである。また、こ
のエネルギー交差の上位準位についての結果を得たことにより、エネルギー交差の下
位準位の蘆田の結果を含め、先行研究のエネルギー交差準位の結果と矛盾なく説明で
きることが分かったことが非常に大きい。 

（２）擬交差間の断熱遷移確率 
 この研究課題に関しても、完全WKB解析が適用できない場合について、遷移確率
の断熱極限における漸近展開を得るに至った。特に V(t)が有限個の非退化な零点を
持つ場合に、遷移確率が、零点の個数の偶奇に応じて 0 ないしは 1 に漸近すること
を示した。結果そのものは、Landau-Zenerの公式から類推されるものの、完全WKB
解析が有効な場合に遷移確率は h に関して指数的に小さいという断熱定理の帰結に
反する結果が得られたという点は興味深い。また、遷移確率の断熱極限における漸近
展開、特に初項まで具体的に与えたことにより、有限個の擬交差の間の量子効果を明
示的に与えることが可能となった。これにより、典型的なケースにおいて、完全反射
や完全透過が起こるための必要条件を、V(t)と－V(t)が囲む面積が量子化される条件
として与えることに成功した。この結果はボーア=ゾンマーフェルトの量子化条件の
アナロジーとしても非常に興味深い。 
 ３．（２）節の後半に述べた延長期間から継続して行われている課題、すなわち V(t)
の零点が退化した場合についても概ね順調に進行しており、次の研究課題に引き継が
れている。具体的には、各零点の退化次数の和の偶奇により、遷移確率が 0ないしは
1に漸近することが確かめられた。特に、最も大きな退化次数から定まる hとεの条
件下で、先行研究（非退化な場合）を含む形で、漸近展開の初項を具体的に求めるこ
とに成功した。これにより、hとεに関する様々な条件下での遷移確率の漸近挙動を
調べる足掛かりが得られたことになり、今後の研究において大きな意義がある。 
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