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研究成果の概要（和文）：この４年間、主に可逆な有理的差分方程式やそれと同値である高階な写像、及び高次
元の格子上で定義されている非線形な差分方程式、いわゆる非線形偏差分方程式の性質を研究した。前者に関し
ては、特に様々な既知の可積分系指標、つまり方程式の解の複雑性を測る指標とその方程式に現れる特異点との
関係を明らかにし、離散パンルヴェと呼ばれている非常に優れている性質を持つ方程式の特異点に基づく分類を
完成した。後者に関しては、偏差分方程式に対して「代数的エントロピー」という有名な可積分系指標が適用で
きない例をいくつか構成したほか、非線形偏差分方程式における新しい特異点の種類を発見した。

研究成果の概要（英文）：Over the last 4 years I mainly studied the properties of reversible rational
 difference equations (or their equivalent higher order mappings) as well as of nonlinear partial 
difference equations defined on higher dimensional lattices. Regarding the former, I clarified the 
relation between the singularities that may appear in such equations, and various known 
integrability indices (i.e. indices that measure the complexity of the solutions to such equations).
 I also completed the classification of so-called discrete Painleve equations ― equations with 
truly exceptional properties ― in terms of their singularities. In relation to the latter topic, I 
constructed several examples for which a particularly well-known integrability index, the algebraic 
entropy, turns out to be unsuitable, and I also discovered a novel class of singularities that can 
appear in nonlinear partial difference equations.

研究分野：可積分系
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  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
非線形な写像、特に可逆な差分方程式が定める高階の有理写像は代数幾何学や数理物理学などの研究分野で活発
に考察され、大いに応用されている数学的道具である。このような写像や方程式に関する研究においては、一般
解の複雑性を測る指標を開発すること、及びその指標を写像や方程式が記述する現象と関係づけることが主流の
テーマである。この4年間の間に得た研究成果は非線形な写像の性質の理解を大いに深めたと言える。
また、格子上の差分方程式は物理学でよく扱われているものの、その数学的性質はまだ殆ど分かっていないた
め、偏差分方程式に対して得た研究成果がこの分野に大きな影響を与えることを確信している。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
常微分方程式や偏微分方程式の理論は古くから確立した数学の分野であるが，Birkhoffや
Nörlundの先駆的な貢献にも拘らず，20世紀の大半の間，差分方程式の理論にはほとんど進展が
なかったと言わざるを得ない．しかし，1967年に戸田格子が発見されて以来，多数の可積分な
非線形偏差分方程式が発見され，連続な可積分系の不思議な数学的構造と性質が，もっと深い
レベルで差分方程式系に存在することがだんだん明らかになってきた．その後，1990年前後に
離散Painlevé方程式が発見され，数理物理学（例えば，２次元の量子重力理論[FIK91]）に広く
応用できることが明らかになったため，離散可積分系の研究がようやく活発になってきた． 
その結果，理論的な面では，坂井の離散Painlevé方程式の幾何学的な記述[S01]や離散可積分系
のcluster代数とLaurent現象[FZ02]の代数的及び組み合わせ論的な読み替えなど，離散可積分
系分野に革命的な影響を及ぼした進展もあり，応用の面でも，可積分系の研究が様々な分野で
新しい結果をもたらした．例えば，離散的解析関数の新しい非線形的理論[BMS05]，差分作用素
のためのNevanlinna理論[HK06]，又は特殊関数論，特に直交多項式の理論[SP95]への寄与はそ
の影響の典型的な例である．一方，この20年間，離散可積分系について得られてきた重要な結
果のほとんどは２階の可積分な有理的常差分方程式についての結果である．本研究計画の主題
である高階の有理的差分方程式または偏差分方程式については，研究開始当初，ほとんど研究
が進んでいなかった． 
 
研究内容に関する重要な概念： 
(1) 特異点と特異点閉じ込め 
2階の有理的差分方程式またはそれと関連するC2からC2への有理写像の研究では，解析学と複素
幾何学や代数幾何学からきたアイディアの融合により，様々な面で目覚ましい発展があった．
可積分な有理的差分方程式の研究において最も大きな影響を及ぼしたのは，「特異点閉じ込
め」[GRP91]という概念であろう．特異点閉じ込めは，方程式の発展に伴って現れる特異点，つ
まり初期値に対する情報を喪失してしまう点が，その後，無限に伝播せず有限の領域にとどま
るという方程式の特殊な性質である．これは２階の常微分方程式におけるPainlevé性（方程式
の動く特異点は全て極であるという性質）と類似した現象とされるが，実は，C2上の双有理写
像がblow-upで，ある種の曲面の自己同型に帰着できるための十分条件とも解釈できる． 
しかしながら，特異点閉じ込めという性質を持つ方程式が必ずしも可積分系であるとは限らな
いため，常差分方程式の可積分性は，最近では，解の増大に関する性質に基づいて定義される
ことが多い． 
(2) 解の増大，力学系次数と代数的エントロピー 
可逆な発展を定める２階の常差分方程式の場合，その発展をC2上の双有理写像φ: C2 → C2と見
なし，φの反復合成φn の次数の増大を計る「力学系次数」をλφ= limn→∞(deg(φn))1/nと定義
し，代数的エントロピーをεφ=logλφと定義する．一般の双有理写像の場合には λφ>1 であ
り，deg(φn)が指数関数のように増大するが，そうでない場合，つまりλφ=1 のときには元の
方程式は可積分系であるという．特に，C2上の写像の場合には，λφ=1 のとき，deg(φn)が必
ず有界であるか n または n2 のように増大することが知られている[DF01]．さらに， 
deg(φn)〜 n の場合には，写像（或いは元の方程式）が線形化可能であることも知られてお
り，deg(φn)〜 n2 のときには，元の方程式が，例えば離散Painlevé 方程式のように，本質的
に非線形かつ可積分な方程式であると言える． 
方程式の力学系次数λφ=1 のときに，deg(φn)の具体的な漸近的振舞いは代数幾何学的な手法
[T01]で計算できる．それは通常大変複雑な計算であるが，最近になって，特異点閉じ込めのテ
ストを通じて，方程式が持つ特異点の性質から deg(φn) の漸近的振舞いに関する情報を簡単
に求める手法が2つも開発された[H17,RGMW17]． 
一方，高階の有理的差分方程式の場合または高次元の格子上で定義されている偏差分方程式の
場合には，上記のような性質や分類は未だに知られていない． 
 
２．研究の目的 
本研究の一つの目標は，高階の可逆な有理的常差分方程式を，方程式の一般解の複雑性あるいは
方程式の可積分性を計る「力学系次数」を用いて分類すること，及び可積分系と判定される方程
式のうち線形化可能である方程式とそうでないものの特徴付けを行うことであった．特に，高階
の有理的差分方程式の持つ特異点の性質に基づき，その方程式の可積分性や非可積分性を決め
る力学系次数が容易に計算できる数学的手法を開発することが一つの重要な目的であった．ま
た，まず２階の有理的差分方程式に対して，力学系次数の値を厳密に方程式の特異点構造と結び
つけることはもう一つの目的であった． 
さらに，上述のように常差分方程式と同様に，２次元や３次元の格子上で定義されている非線形
偏差分方程式に対して，方程式の可積分性が予測できる指標を開発すること，または非線形偏差
分方程式における特異点の完全な分類を行うことはもう一つの重要な目的であった．また，それ



ぞれの可積分性指標に対して特に優れている性質を持つ離散可積分系の実例を構成し，その系
の可積分性を厳密に示すこと，及び連続の可積分系の数学的構造を保つ離散化を構成すること
をも一つの目標とした． 
 
３．研究の方法 
(1)常差分方程式の力学系次数などの可積分性指標に関する研究においては代数幾何学的な道具
が重要で，代数幾何学で利用されている概念や手法のほか，自ら開発した計算手法を利用した． 
(2)特異点閉じ込めはパソコン上のシミュレーションで調べるべき性質であり，特に高階の写像
や高次元の偏差分方程式対し、計算が困難である場合が多い．そのために具体的な写像や方程式
の特徴に合わせたアルゴリズムを開発する必要があった． 
(3)高次元の偏差分方程式の代数的エントロピーなどの計算は大変難しく，その計算のためにも
特殊なアルゴリズムを開発する必要があった． 
(4)可積分な離散化という研究テーマにおいては離散的シンプレックティック写像の理論が重要
なツールであった． 
 
４．研究成果 
補助事業期間の４年間の間に主に下記の６つのテーマについて研究成果を得た． 
 
(1) 離散 Painlevé方程式の構成と分類 
[このテーマについての研究はすべてParis-Saclay大学・CNRSのBasile Grammaticos と Alfred 
Ramani との共同研究で行った．] 
○1  d-型又は q-型の E8(1)の対称性を持つ離散 Painlevé方程式の退化配列（cascade）に属する離
散 Painlevé方程式がすべて系統的に構築できる手法を開発し，非 QRT 型の方程式へ拡張するこ
ともできた．この研究結果は 2019 年に２本の論文で Journal of Nonlinear Mathematical 
Physics 及び Journal of Mathematical Physics で発表された． 
○2  非対称な「trihomographic form」と呼ばれている特殊な形で表せる離散 Painlevé方程式の
特異点パターンを分類し，それぞれの特異点パターンに対応する方程式のtri-homographic form
を特定した. この研究結果は 2020 年に Journal of Mathematical Physics で発表された． 
 
(2) 力学系次数と写像の特異点の関係，及び高階の有理的写像の特異点に基づく分類 
[このテーマについての研究はすべてParis-Saclay大学・CNRSのBasile Grammaticos と Alfred 
Ramani, 及び東京大学の Takafumi Mase との共同研究で行った．] 
○1  特異点閉じ込め法に基づいて複素平面上の双有理写像の力学系次数が容易に計算できる手法
を提唱し，その手法の代数幾何学的な根拠を明らかにした．この研究結果は 2019 年に Journal 
of Physics A: Mathematical&Theoretical で発表された． 
○2  高次元の双有理写像における特異点の構造と写像の反復合成による次数増大との関係を考察
した．線形化可能な２階の方程式の coupling から得られる高次元の写像の特異点と次数増大と
の関係についての論文は現在作成中である． 
 
(3) 非線形偏差分方程式の代数的エントロピー 
[このテーマについての研究は東京大学の Takafumi Mase とフィンランドのトゥルク大学の
Jarmo Hietarinta との共同研究で行った．] 
２次元の格子上で定義される偏差分方程式の初期値・境界値問題が方程式の代数的エントロピ
ーの計算にどのような影響をもたらすことを明らかにした．これは研究企画を立てた当初想定
しなかった大きな発展であり，可積分系分野で高く評価されている結果である．この結果を発表
する一つの論文は 2019 年に Journal of Physics A: Mathematical&Theoretical に掲載済みで
あり，その結果の数学的根拠を説明するもう一つの論文は現在作成中である． 
 
(4) 非線形偏差分方程式の特異点構造 
○1  オークランド大学（ニュージーランド）の Doyong Um と Paris-Saclay 大学・CNRS の Basile 
Grammaticos と Alfred Ramani との共同研究で，離散 KdV 方程式の簡約における特異点の構造，
及び簡約で得られた写像の特異点構造に基づく可積分性判定を考察し，離散 KdV 方程式に特異
点閉じ込め性質を持たない特異点が存在することを解明した．この研究結果は2020年にJournal 
of Physics A: Mathematical&Theoretical で発表された． 
○2  オークランド大学の Doyong Um と Paris-Saclay 大学・CNRS の Basile Grammaticos と Alfred 
Ramani 及び武蔵野大学の Junkichi Satsuma との共同研究で，離散 KdV 方程式の特異点の完全な
分類を行い，ほかの特異点と非自明な相互作用を引き起こす帯型の新しい特異点の種類を発見
した．また，その帯型の特異点と対角線型の特異点の相互作用を簡単な symbolic dynamics で記
述することにも成功した．この結果は研究企画を立てた当初想定しなかった大きな発展であり，
可積分系分野で高く評価されている結果である．この研究結果は 2021 年に Journal of Physics 
A: Mathematical&Theoretical で発表された． 
○3  Paris-Saclay 大学・CNRS の Basile Grammaticos とインドのヴェローレ工科大学の
Thamizharasi Tamizhmani との共同研究で，離散 KdV 方程式において発見した新しい特異点の全



種類がある種の離散 mKdV 方程式にも存在することを示し，特異点の相互採用を記述する
symbolic dynamics が運搬車付き箱玉系の超離散可積分系と一致することを明らかにした．この
結果を発表する論文は Journal of Physics A: Mathematical&Theoretical に掲載決定済みであ
る． 
 
(5)超離散可積分系の解法 
グラスゴー大学の Jon Nimmo と Claire Gilson との共同研究で，超離散 KdV 方程式の逆散乱問
題は，厳密に構成できる undressing 変換と dressing 変換の繰り返しで完全に解けることを証
明した．この証明と構成方法を発表する論文は 2019 年に Journal of Physics A: 
Mathematical&Theoretical に掲載済みである． 
 
(6)連続系の離散化 
○1武蔵野大学の Junkichi Satsuma と Paris-Saclay 大学・CNRS の Basile Grammaticos との共同
研究で，Motesharrei et al. が 2014 年に社会崩壊のモデルとして提唱した「Human and Nature 
Dynamics Model」を再考し，もっと一般的な現象を記述するモデルの新しいクラスを構成し，そ
のクラスに含まれるモデル方程式の離散化を行うために新しい離散化手法を開発した．この結
果を発表する論文は 2020 年に Regular and Chaotic Dynamics に掲載済みである． 
○2  東京大学の Hirotaka Iino との共同研究で，有名な Lorenz 系の可積分なケースの離散化を
考察した．具体的には，特殊なパラメーターにおいて楕円関数で求積できる Lorenz 系の可積分
性を保つ離散化を２つ提唱し，それぞれの離散系の不変量および symplectic 構造などを構成す
ることによってその離散系の Liouville 可積分性を厳密に示した．途中結果は既に conference 
proceedings に発表されているが，結果の詳細を発表する論文は現在作成中である． 
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