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研究成果の概要（和文）：非線形楕円型方程式に関連する変分問題に関する研究を行った。主なものとして、あ
る凖線形楕円型方程式で非線形の増大度がH^1臨界の場合に漸近挙動を明らかにした。次に、大きな有界領域に
おいて半線形楕円型方程式の解が無限個存在することを示した。また、メトリックグラフ上での半線形楕円型方
程式の非自明解の構成や最小エネルギー解の漸近挙動を明らかにした。
また、Mahler予想を一般化したvolume productの最小化問題を研究し、様々な対称性の下で、最小値や最小化元
を明示した。

研究成果の概要（英文）：We studied variational problems related to nonlinear elliptic equations. 
First, we clarified the asymptotic behavior of a quasi-linear elliptic equation with a H^1-critical 
nonlinear term. Second, we showed that there exist infinitely many solutions of semi-linear elliptic
 equations in large bounded domains. Third, we studied the existence results of the semi-linear 
elliptic equations on metric graphs and the asymptotic behavior of the least energy solutions.
We also studied the minimizing problems of volume products under various symmetries, which are 
generalizations of the Mahler conjecture. We explicitly obtained the minimum values and the 
minimizers under various symmetries.

研究分野： 非線形楕円型方程式

キーワード： 変分問題　Mahler予想　特異極限問題　非線形楕円型方程式

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
非線形楕円型方程式に関する変分的なアプローチの研究は盛んになされており、より優れた手法を開発し、応用
範囲を広げることは学術的意義が高い。本研究では、極限にTalenti関数が現れる問題において精密なエネルギ
ーの漸近評価をし、また、汎関数を変形することで非自明解を構成する新たな手法を開発した。
もう一つ、Mahler予想は凸幾何学における長年注目されている未解決予想であり、近年ではシンプレクティック
幾何学など他分野の予想との関連も指摘される重要な問題である。3次元でのMahler予想解決を元にし、より一
般的な問題を設定・解決することは、Mahler予想に関する理解を深めることにつながっている。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
半線形楕円型方程式は、非線形 Schrödinger 方程式の定在波や、時間発展する方程式の定常解が満
たす方程式として導出され、半線形楕円型方程式の解構造を明らかにすることは、時間発展する方程
式を調べる上でも重要な課題である。さらに、物理現象に由来する問題など、多くの場合に方程式は変
分構造を持つ。変分構造を利用して半線形楕円型方程式の解の存在・非存在やパラメータに関する極
限問題を考察することは、一つの大きな研究テーマであり、こういった研究を通じて変分的手法が発展
してきた。解の存在を示す際には、解の近似列である Palais-Smale 列の H^1 有界性やコンパクト性を確
かめることが必要であり、そこでは凝集コンパクト性を用いた議論などが有効である。しかしながら、既存
の手法を直接適用できない問題はまだまだ多い。 
もう一つ、Mahler 予想は、1939 年の論文で K. Mahler 氏によって提出された予想であり、凸幾何学分
野の長年の未解決問題として有名である。これは n 次元空間において、中心対称な凸体の volume 
product（Mahler 体積）と呼ばれる量の最小化元は超立方体である、という予想である。n=2 の場合は
Mahler 自身によって肯定的に解決されているが、n≧3 では依然として未解決であった。入江博氏（茨
城大学）との共同研究において、n=3の場合を解決した論文を投稿済みであったが、まだ未掲載の状態
であった。 
 
２．研究の目的 
半線形楕円型方程式に関する解の存在問題や特異極限問題に関する研究を通じて、個々の問題
に関する知見を得、さらに、それぞれの手法に関するより深い理解や新規手法の開発を行うのが
目的である。 
また、Mahler 予想に関しては、3 次元対称凸体に関する Mahler 予想を解決した手法を整理・発展さ
せ、Mahler 予想の完全解決へ近づくことを目指す。 
 
３．研究の方法 
次の 5 つを主要なテーマとして共同研究を中心に研究を行った。 
(1) ある準線形楕円型方程式の正値解の特異極限問題（足達慎二氏（静岡大学）・渡辺達也氏（京
都産業大学）との共同研究） 
(2) Kirchhoff 型楕円型方程式の正値解の存在問題（内免大輔氏（室蘭工業大学）との共同研究） 
(3) 有界領域上の半線形楕円型方程式の非自明解の構成（佐藤洋平氏（埼玉大学）との共同研究） 
(4) メトリックグラフ上の半線形楕円型問題（倉田和浩氏（東京都立大学）との共同研究） 
(5) Mahler 予想に関連する volume product 最小化問題（入江博氏（茨城大学）との共同研究） 
 
４．研究成果 
研究の方法で述べた 5つのテーマのそれぞれについて、研究成果を述べる。 
(1) ある準線形楕円型方程式の正値解の特異極限問題 
これまでの両氏との共同研究において、プラズマ物理学に現れるある準線形楕円型方程式の正
値解の一意性やパラメータ極限での正値解の漸近挙動について考察してきた。その中で、非線形
項の増大度が H^1 優臨界の場合と H^1 劣臨界の場合の正値解の漸近挙動を解明したが、H^1 臨界
の場合の正値解の漸近挙動が未解明であった。この未解明な部分に取り組み、適当なスケーリン
グの下で正値解が Talenti 関数に漸近することを示した。また、スケーリングパラメータの漸近
挙動も明らかにした。 
(2) Kirchhoff 型楕円型方程式の正値解の存在問題 
H^1 臨界な非線形項を持つ Kirchhoff 型楕円型方程式の解の存在問題について取り組んだ。この
問題は、Palais-Smale 列の極限が満たすべき極限方程式の解の一意性が失われているところに
困難さがあるが、Fibering map 法を凝集コンパクト性の解析と組み合わせるという従来あまり
用いられていない方法を適用することで、複数の正値解の存在を示した。 
(3) 有界領域上の半線形楕円型方程式の非自明解の構成 
半線形楕円型方程式で非線形項が Berestycki-Lions 条件を満たす場合には、非自明解の存在が
期待され、全空間の問題でポテンシャルが定数や漸近的に定数の場合には非自明解が構成され
ている。一方、有界領域においては、Palais-Smale 列の H^1 有界性を示す部分に困難があり、
非線形項に様々な付加的な条件を加えた場合の結果しかなかった。本研究では、汎関数を変形す
る新規手法を開発し、十分大きな有界領域では非自明解が構成出来ることを示した。 
(4) メトリックグラフ上の半線形楕円型問題 
メトリックグラフ上で、半線形楕円型方程式の特異極限問題を研究した。まず、最小エネルギー
解の漸近挙動について考察し、最小エネルギー解の集中現象や、集中する位置とグラフの形状の
間の関係を明らかにした。また、最小エネルギー解に限らない正値解の構成を行った。そこでは、
最小エネルギー解とは異なり、グラフの結節点に集中する正値解の存在も示した。 
(5) Mahler 予想に関連する volume product 最小化問題 



Mahler 予想を一般化した問題を研究した。より具体的には、O(n)の有限部分群 G を指定し、n次
元空間の G対称な凸体の volume product を最小化する問題に取り組んだ。成果は主に二つで、
一般の nに対し、超立方体を不変とする SO(n)の部分群 Gと n 単体を不変とする SO(n)の部分群
G それぞれについて、G 不変な n 次元凸体の volume product 最小化問題を解決した。もう一つ
は、O(3)のさまざまな有限部分群 Gについて、G 不変な 3次元凸体の volume product 最小化問
題を解決した。 
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