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研究成果の概要（和文）：空間1次元のデルタ関数ポテンシャルを含む非線形シュレディンガー方程式の一般化
として、空間多次元においてクーロン・ポテンシャルを含む逆冪ポテンシャルを含む非線形シュレディンガー方
程式について考え、定在波解の強い意味での不安定性を証明した。
また、デルタ関数ポテンシャルを含む空間1次元の非線形クライン・ゴルドン方程式、一般化されたブシネスク
方程式、スター・グラフ上の非線形シュレディンガー方程式の孤立波の安定性についても研究を行った。

研究成果の概要（英文）：We proved the strong instability of standing waves for a nonlinear 
Schroedinger eqution with an inverse power potential including the Coulomb potential in 
multi-dimensional space, which can be regarded as a generalization of a nonlinear Schroedinger 
equation with a delta-function potential in one space dimension. 
Moreover, we studied the stability of solitary waves for a nonlinear Klein-Gordon equation with a 
delta-function potential, a generalized Boussinesq equation, a nonlinear Schroedinger equation on a 
star graph. 

研究分野：非線形偏微分方程式論

キーワード： 非線形シュレディンガー方程式　孤立波　安定性
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研究成果の学術的意義や社会的意義
非線形シュレディンガー方程式や非線形クライン・ゴルドン方程式の孤立波解の安定性と不安定性を通して、非
線形分散型方程式の解の大域的漸近挙動に関する新しい知見を得ることができた。
特に、さまざまなタイプの相互作用を含む非線形シュレディンガー方程式の定在波解の強い意味での不安定性を
示すことにより、孤立波解の不安定性と爆発解の関係について明らかにすることができた。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
(1) 本研究課題開始以前に、研究代表者は山口崇博氏氏との共同研究において、二重冪型非線形
シュレディンガー方程式やデルタ関数ポテンシャルを含む非線形シュレディンガー方程式に対
して、正のエネルギーをもつ軌道不安定な基底状態は強い意味で不安定であることを示した。そ
の後、研究代表者は、調和ポテンシャルを含む非線形シュレディンガー方程式に対して、質量不
変なスケーリングから定まる自然な条件の下で、基底状態の強い意味での不安定性を証明した。
そのため、二重冪型非線形シュレディンガー方程式やデルタ関数ポテンシャルを含む非線形シ
ュレディンガー方程式に対しても、この条件の下で基底状態の強い意味での不安定性が成り立
つのではないかと考えた。 
(2) 2006年に出版された論文において、研究代表者と Mathieu Colin氏は微分型非線形シュレ
ディンガー方程式の孤立波解の軌道安定性を証明した。ただし、この論文では指数減衰する孤立
波解のみ扱っており、多項式減衰する孤立波解は考察していない。その後、Wu や Fukaya, 
Hayashi and Inuiにより、孤立波解の変分的特徴付けを用いた時間大域存在定理が証明され、
多項式減衰する孤立波解の重要性が認識された。また、可積分系の観点から、逆散乱法を用いた
微分型非線形シュレディンガー方程式の時間大域存在定理が Liu, Perry and Sulem や
Pelinovsky, Saalmann and Shimabukuroなどにより証明された。逆散乱法による解法では、空
間遠方における強い減衰が仮定されており、多項式減衰する孤立波解はこの枠組みに入らない。
エネルギー空間において微分型非線形シュレディンガー方程式の有限時間で爆発する解が存在
するかという問題に関して、多項式減衰する孤立波解の不安定性が重要な役割を果たすことが
期待されていた。 
 
２．研究の目的 
非線形シュレディンガー方程式や非線形クライン・ゴルドン方程式など非線形分散型方程式の
孤立波解の安定性と不安定性に関連した研究を行う。孤立波解のまわりの局所的な問題である
軌道不安定性だけでなく、孤立波解の近傍から離れた後，解が有限時間で爆発するかという大域
的な問題を重点的に研究する。特に、パラメータによって孤立波解の安定性と不安定性が変わる
複雑な状況を考察し、非線形分散型方程式の孤立波解のまわりの解の大域挙動の解明を目指す。
研究対象とする具体的な方程式は、デルタ関数ポテンシャルを含む非線形シュレディンガー方
程式、微分型非線形シュレディンガー方程式、空間 1次元非線形クライン・ゴルドン方程式など
であり、これらの方程式の孤立波解の不安定性や解の爆発に関する研究代表者のこれまでの研
究を進展させることが目的である。 
 
３．研究の方法 
(1) 非線形分散波動方程式を研究している国内外の研究者と意見交換及び研究討論を行う。そ
のために、東京理科大学で定期的に開催している、神楽坂解析セミナーを活用するとともに、そ
の他に、神楽坂非線形波動研究会を開催する。 
(2) 研究成果が得られた場合は、積極的に研究集会、セミナーや学会などで発表を行い、関連分
野の研究者から批評を受け、次の研究の参考にする。 
(3) 研究代表者は研究協力者と日常的に研究討論を行い、それぞれの研究の進捗状況を確認す
る。 
(4) 問題に応じて、関連する海外の研究者と共同研究を行うために相互に訪問し合う。 
 
４．研究成果 
(1)空間 1次元のデルタ関数ポテンシャルをスケール則の観点から一般化し、空間多次元におい
て、クーロン・ポテンシャルを特別な場合として含む逆冪乗型ポテンシャルを伴う非線形シュレ
ディンガー方程式を考察した。逆羃乗型ポテンシャルを伴う非線形シュレディンガー方程式の
定在波解の強い意味での不安定性について、深谷法良氏と共同研究を行い、エネルギーの観点か
ら自然な条件のもとで定在波解の強い意味での不安定性を証明した。これは空間 1 次元のデル
タ関数ポテンシャルを伴う非線形シュレディンガー方程式に対する研究代表者と山口崇博氏に
よる以前の結果を拡張したものになっている。さらに、非線形項がともに引力的な質量劣臨界羃
と優臨界羃の和で与えられる二重羃型非線形シュレディンガー方程式に対して同様の問題を考
察し、深谷氏との共同研究により、エネルギーの観点から自然な条件のもとで定在波解の強い意
味での不安定性を証明した。 
 
(2)デルタ関数ポテンシャルを含む空間 1次元の非線形クライン・ゴルドン方程式の定在波解の
安定性と不安定性について、Elek Csobo 氏、François Genoud氏、Julien Royer 氏と共同研究
を行った。 
 
(3)一般化されたブシネスク方程式の孤立波解に関して、安定性と不安定性が変わる境目の場合



の軌道不安定性について、Bing Li 氏、Yifei Wu 氏、Jun Xu 氏と共同研究を行った。 
 
(4)スター・グラフ上の非線形シュレディンガー方程式の定在波解の強い意味での不安定性につ
いて Nataliia Goloshchapova 氏と共同研究を行った。 
 
(5)空間 1次元で引力的なデルタ関数ポテンシャルと斥力的な 3次の冪乗型非線形項及び引力的
な 5 次の冪乗型非線形項を持つ非線形シュレディンガー方程式の定在波解について調べた。こ
の方程式の特徴としては、デルタ関数ポテンシャルと 3 次の冪乗型非線形項は同じスケールを
持っていること、5 次の冪乗型非線形項は空間 1 次元において質量臨界であることが挙げられ
る。この方程式の定在波解をすべて求め、その安定性について研究を行った。デルタ関数ポテン
シャルと 3 次の冪乗型非線形項の係数の大小によって、定在波解の安定性が大きく変わること
が分かった。 
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