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研究成果の概要（和文）：複素球面上の符号・デザインの研究の研究を行った。主要な研究として、複素球面上
の半正定値計画法の設定および不定値内積複素球面上の符号理論の構築ができた。これらの成果により、線形計
画法に基づいていた複素球面上の符号理論の更なる進展が見込まれる。また研究開始には予期していなかった不
定値内積複素球面の符号理論は、有向グラフのエルミート隣接行列の固有値の重複度に関する応用があり、今後
の発展が見込まれる。

研究成果の概要（英文）：I conducted research on code and design on the complex sphere. As a 
significant contribution, I established the framework of semidefinite programming on the complex 
sphere and developed the theory of codes with indefinite inner products on the complex sphere. These
 achievements hold the potential for further advancement in code theory on the complex sphere, which
 was previously based on linear programming. Additionally, the application of code theory on the 
complex sphere with indefinite inner products, which was not initially anticipated at the start of 
the research, shows promise in the context of the eigenvalue multiplicities of Hermitian adjacency 
matrices of directed graphs, suggesting future developments.

研究分野：代数的組合せ論
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  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
複素球面上の符号・デザインの進展は、代数的組合せ論の重要な研究対象である可換アソシエーション・スキー
ムと密接に関連する研究である。さらに複素MUBやSICPOVM、equiangular tight frameといった対象への応用が
見込まれる。さらに不定値内積空間の符号理論の進展は、そのエルミート隣接行列の固有値を介して、有向グラ
フへの応用が見込まれる。研究成果の学術的意義は高いといえる。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
量子情報理論に端を発するMUBやSICPOVMに対する組合せ論的な研究が盛んになっていた。
これらの研究は複素射影空間上の符号理論・デザイン理論に基づいていた。種々の対象に対する
構成・非存在性が明らかになっているが、６次元の複素完全 MUBの非存在性や SICPOVMの
一般の次元の構成は明らかになっていない。これらの存在性・非存在性の決定は最も重要な問題
として知られている。 
 複素射影空間上の符号理論・デザイン理論より情報量が多い複素球面上の符号理論・デザイン
理論が代表者により２０１４年に構築された。その理論は多項式環へのユニタリー群の作用の
既約表現を用いた線形計画法が主要な役割を果たしている。これまで本研究で対象とする複素
MUB や SICPOVM がある性質を持つ複素球面上の符号・デザインとして特徴づけられること
が明らかになっていた。さらに、構成されていた複素 MUBや SICPOVMが可換アソシエーシ
ョン・スキームの構造を有することが明らかになっていた。 しかしながら、両者の存在・非存
在への解明には至っていない。 
 
 
２．研究の目的 
複素球面上の符号理論・デザイン理論は、それらのサイズの最大値・最小値を決定することが最
も重要な問題である。本研究では代表者により構築された複素球面上の複素球面上の符号理論・
デザイン理論の更なる進展を図り、複素 MUBや SICPOVMを含む種々の符号・デザインの存
在性・非存在性を明らかにすることである。 
 
 
３．研究の方法 
符号・デザインの存在・非存在について、以下の方法で研究を遂行する。 
これまでの複素球面上の符号理論・デザイン理論は線形計画法に基づくものであった。ユニタ
リー群 U(n)の一点固定部分群である U(n-1)の多項式環への作用を考える。この作用の isotypic 
component に付随する行列を用いて半正定値計画法を設定し、符号の上界を与えることで、非
存在性を示す。 
符号の構成については、有向グラフの Seidel 行列を用いて考察する。特に、単一の有向グラ
フでなくグラフの族がなす可換アソシエーション・スキームを構成する。付随する Bose-Mesner
代数の原始冪等元を用いた複素球面への埋め込みにより、複素球面上の符号を構成する。 
デザインの構成については、複素格子に対する Assumus-Matson型の定理を考察する。すな
わち、原点から等距離にあるような複素格子の点がなす有限集合がどのような強さを持つデザ
インとなるかを明らかにする。 
デザインの非存在については、組合せデザインの Bruck-Ryser 型の定理が拡張できるかを考
察する。デザインに現れる内積や座標に制限を与えることで、ガウス整数を成分とする接続行列
の存在性に関する必要条件を、Bruck-Ryser型の定理のように与える。 
本研究で考察する複素球面上の符号・デザインは可換アソシエーション・スキームの構造を有
する例が多い。付随する可換アソシエーション・スキームの存在性・非存在性を示すことで元の
符号・デザインの存在性・非存在性を明らかにする。 
 
 
４．研究成果 
主要な成果は複素球面上の半正定値計画法を確立したことである。様々な符号の上界について、
線形計画法で得られた結果が改善された。ただし、複素 MUB のような内積の絶対値が０ともう一
種類である場合は、付随する半正定値行列が自明なものになるため、複素 MUB へ適用する場合は
一点固定部分群 U(n-1)より小さい部分群で考察する必要がある。これらの結果を論文にまとめ
て、現在投稿中である。 
 アダマール行列と直交ラテン方陣を用いた（可換）アソシエーション・スキームの構成の研究
を多数行った。これにより、原始冪等元を用いた（複素）球面への埋め込みにより、現れる内積
が少ない符号が多数得られた。 
実アダマール行列に対して、balancedly splittable という概念を導入し、強正則グラフや
equiangular tight frame との関連性を明らかにした。この研究を、アダマール行列の成分を変
数に置き換えた行および列の直交性を持つ行列である直交デザインに拡張した。直交デザイン
の係数は実数、複素数や四元数とする。実アダマール行列の場合と同様に、それぞれの体上の
equiangular tight frame が得られた。基礎体が複素数、四元数体の場合、構成された 
equiangular tight frame は連続変形が可能なものとなっている。四元数体上の equiangular 
tight frame は Waldron により２０２０年に提唱されたばかりのものであり、興味深い例が構成
された。 



本研究開始時点では予期していなかった重要な進展として、有向グラフのエルミート隣接行
列の固有値の重複度の研究がある。これは有向グラフの不定値複素内積空間への埋め込みの研
究である。正定値ユニタリー群に由来する研究が複素球面上の符号とみなすと、不定値ユニタリ
ー群に由来する研究が不定値複素内積空間の球面上の符号である。実球面の場合はこれらの研
究は 1980 年前後になされ、無向グラフの隣接行列の固有値の重複度の研究へと応用がなされた。
この研究により、同様のことが有向グラフのエルミート隣接行列に対してできるようになった。 
 研究課題と関連する話題として ハミングアソシエーション・スキームの堅い 4-デザインの
分類、balanced weighing matrix の新しい無限系列の構成、Q-多項式コヒアラント配置の研究
など多数の方向で研究が進み、いずれも今後の発展が見込まれる話題である。 
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