
神戸大学・システム情報学研究科・准教授

科学研究費助成事業　　研究成果報告書

様　式　Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９ （共通）

機関番号：

研究種目：

課題番号：

研究課題名（和文）

研究代表者

研究課題名（英文）

交付決定額（研究期間全体）：（直接経費）

１４５０１

基盤研究(C)（一般）

2022～2018

反映原理の高濃度への一般化と基数算術

Higher analogies of reflection principles and cardinal arithmetic

７０４６８２３９研究者番号：

酒井　拓史（Sakai, Hiroshi）

研究期間：

１８Ｋ０３３９７

年 月 日現在  ５   ６   １

円     1,900,000

研究成果の概要（和文）：アレフ２のレベルの反映原理は様々な興味深い帰結を持つことが知られており，定常
性反映原理やラドー予想をはじめ，これまでに多くの反映原理が定式化されている．また，それらの相互関係
や，基数算術・無限組合せ論に及ぼす影響が幅広く研究されてきた．本研究では，これらの反映原理をアレフ２
より大きなレベルに一般化したものについて，それらの相互関係や基数算術に及ぼす影響を調べた．まず，高レ
ベルの反映原理の相互関係については，アレフ２レベルの関係が概ね一般化できることが明らかになった．一方
で基数算術への帰結については，アレフ２のレベルのものが，多くの場合に高レベルのものに一般化されないこ
とが明らかになった．

研究成果の概要（英文）：Set theorists have been interested in reflection principles at aleph_2 since
 they have many interesting consequences on cardinal arithmetic and infinite combinatorics. So far, 
many reflection principles at aleph_2 have been formulated, and the relationships among them and 
their consequences are studied extensively. These reflection principles can be naturally generalized
 to those at larger cardinals, which we call higher analogues. In this research, I studied these 
higher analogues of reflection principles at aleph_2 such as the stationary reflection principle and
 the Rado conjecture. Especially, I focused on the relationships among them and their consequences 
on cardinal arithmetic. As a result, it turned out that the relationships among higher analogues are
 similar to those among reflection principles at aleph_2. Also, I could prove that many of higher 
analogues do not have similar consequences on cardinal arithmetic to those of reflection principles 
at aleph_2.
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令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
定常性反映原理やフォドア型反映原理などのアレフ２レベルの反映原理は，マルティンの極大強制法公理という
強い強制法公理から帰結され，この関係からも興味が持たれている．近年，強制法の手法の開発により，強制法
公理の高レベルへの一般化が考察されている．これらの高レベルの強制法公理を考察する上で，本研究の研究成
果は重要な知見となる．また，反映原理や強制法公理に限らず，アレフ１やアレフ２のレベルの集合や数学的構
造については理解が進んでいるが，より高レベルの集合や数学的構造についての理解は集合論の大きな課題にな
っている．本研究の成果は，この集合論の課題の克服に貢献するものである．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
 
無限基数 𝜅 に対して，「濃度が 𝜅 以上の数学的構造の性質が，濃度 𝜅 未満の部分構造に反映
する」という形の主張を 𝜅 レベルの反映原理と呼ぶ．ℵ! レベルの反映原理については，定常性
反映原理・ラドー予想・フォドア型反映原理など，これまで様々なものが定式化され，それらが
強制法公理と関係することや，基数算術や無限組合せ論に多くの帰結を持つことから，興味を持
たれている．これまでに，それらの相互関係や帰結について幅広く研究されており，特に基数算
術への帰結については，これらの反映原理のうちの多くから，連続体濃度が ℵ! 以下になること
や，特異基数仮説が帰結されることが知られている． 
 
これらの ℵ! レベルの反映原理は，ℵ" レベルや ℵ# レベルなど，より高いレベルの反映原理に
自然に一般化できるが，一般化された反映原理の帰結や相互関係については研究が進んでおら
ず，理解が乏しかった．近年，強制法公理のより高いレベルへの一般化が考察されており，反映
原理の一般化についても考察することが望まれていた． 
 
 
２．研究の目的 
 
本研究では，定常性反映原理・ラドー予想・フォドア型反映原理・ゲーム反映原理を中心に，ℵ! 
レベルの反映原理をより高いレベルに一般化したものについて，それらの相互関係と基数算術
への帰結を明らかにすることを目的とした． 
 
 
３．研究の方法 
 
ℵ! レベルの定常性反映原理・ラドー予想・フォドア型反映原理・ゲーム反映原理の相互関係や
帰結が，高レベルの定常性反映原理・ラドー予想・フォドア型反映原理に一般化できるかどうか
を，強制法や無限組合せ論を用いて詳しく調査した．ゲーム反映原理とフォドア型反映原理の一
般化については，神戸大学名誉教授の渕野昌氏と共同で研究した． 
 
 
４．研究成果 
 
ℵ! レベルの反映原理の間の相互関係は，概ね高レベルのものに一般化できることが明らかにな
った．一方で，ℵ! レベルの反映原理の基数算術への帰結については，高レベルのものに一般化
されない事例が多くあることが明らかになった．後者は，ℵ! レベルの反映原理の特殊性を浮き
彫りにするもので，興味深い事実であると思われる．以下にそれぞれの反映原理について得られ
た研究成果を詳しく述べる．上述のように，(1) ゲーム反映原理と (2) フォドア型反映原理に
ついての研究成果は，神戸大学名誉教授の渕野昌氏との共同研究で得られたものである． 
 
(1) ゲーム反映原理 
ℵ! レベルのゲーム反映原理は，ℵ! が < ℵ$-閉な強制法に関してジェネリック超コンパクトで
あることと同値で，これから ℵ! レベルの定常性反映原理・ラドー予想・フォドア型反映原理が
導かれる．また基数算術について，これから連続体濃度が ℵ$ であることと特異基数仮説が帰結
される． 
 
正則基数の後続基数である 𝜅 に対しては，これらの事実が 𝜅 レベルのものに概ね一般化でき
ることが明らかになった．つまり，𝜅 が正則基数 𝜇 の後続基数であるとき，𝜅 レベルのゲーム
反映原理は，𝜅 が < 𝜇-閉な強制法に関してジェネリック超コンパクトであることと同値で，こ
れから 𝜅 レベルの定常性反映原理・ラドー予想・フォドア型反映原理が帰結されることが分か
った．また，𝜅 レベルの反映原理から，連続体濃度が 𝜅 未満になることや特異基数仮説が帰結
されることも明らかになった． 
 
(2) フォドア型反映原理 
ℵ! レベルのフォドア型反映原理は，グラフの非可算色付け数の反映原理・strongly almost 
disjoint family の反映原理・局所可算コンパクト空間の距離付不可能性についての反映原理
など，ℵ! レベルの多くの反映原理と同値になることが知られていた．また，ℵ! レベルのフォド
ア型反映原理は，ℵ! レベルのラドー予想から帰結される．2 より大きな自然数 𝑛 に対しては，
これらの ℵ! レベルの反映原理の間の相互関係が，ℵ% レベルのものに概ね一般化されることを



明らかにした． 
 
一方で基数算術に関しては，ℵ! レベルのフォドア型反映原理からは特異基数仮説が帰結される
が，𝑛 を 2 より大きな自然数としたとき，ℵ% レベルのフォドア型反映原理からは特異基数仮
説が帰結されないことが明らかになった． 
 
(3) 定常性反映原理 
ℵ! レベルの定常性反映原理からは基数算術について，連続体濃度が ℵ! 以下になることと特異
基数仮説が帰結される．本研究では，ℵ! より大きな正則基数 𝜅 に対して，𝜅 レベルの定常性反
映原理を，共終数が可算の列で内部到達可能な集合族に制限したもの（共終数可算部分と呼ぶ）
と，共終数が非可算の列で内部到達可能な集合族に制限したもの（共終数非可算部分と呼ぶ）の
二つに分割し，それぞれの基数算術への帰結を詳しく調べた． 
 
まず，𝜅 レベルの定常性反映原理の共終数可算部分からは，連続体濃度が 𝜅 以下になることと
特異基数仮説が帰結されることが明らかになった．一方で共終数非可算部分については，連続体
濃度に上限を与えず，特異基数仮説も帰結しないことを明らかにした．さらに共終数非可算部分
は，他の基数算術にもほとんど帰結を持たないことも分かった． 
 
なお，共終数非可算部分についてのこれらの事実の証明の中で，共終数非可算の列で内部到達可
能な集合は，良い性質の強制拡大では実質的に変わらないことも明らかにしている．この事実は
次の (4) の研究成果でも応用されており，今後も幅広く応用されることが期待される． 
 
(4) ラドー予想 
先述のように，ℵ! レベルのラドー予想からはフォドア型反映原理が帰結され，この関係は高レ

ベルのものに一般化される．基数算術については，ℵ! レベルのラドー予想からは連続体濃度が 

ℵ! 以下であることと特異基数仮説が帰結されるが，これは高レベルのものに対して一般化され

ないことが明らかになった．特に，𝑛 を 2 より大きな自然数としたとき，ℵ% レベルのラドー

予想は連続体濃度に上限を与えず，また特異基数も帰結しないことを示した． 

 

【今後の展望】 

本研究により，ℵ! の反映原理を高レベルに一般化したものについて，それらの相互関係や基数

算術に及ぼす影響が，幾分明らかになってきた．ℵ! レベルの反映原理は，マルティンの極大強

制法公理という強い強制法公理と関係することからも興味を持たれているが，近年，強制法公理

の高レベルへの一般化も考察されている．高レベルの強制法公理と高レベルの反映原理の関係

は今後の重要な研究課題である．また，ℵ! レベルの反映原理は基数算術だけでなく，無限組合

せ論にも多くの興味深い帰結を持つ．高レベルの反映原理から類似の帰結が得られるかどうか

も調べたい． 

 

反映原理や強制法公理に限らず，ℵ$ や ℵ! レベルの集合と数学的構造については集合論で理解

が進んでいるが，より高レベルの集合や数学的構造についての理解は乏しく，これは集合論の大

きな課題になっている．本研究のような反映原理の高レベルへの一般化の研究を通じて，ℵ$ や 

ℵ! と，それらより大きな基数の類似性や差異を深く理解したい． 
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