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研究成果の概要（和文）：強制法の理論などの洗練された技法を用いて連続体の基数不変量などの実数の集合論
のテーマについて研究を行った。連続体の基数不変量とは、ある性質を満たす実数全体の部分集合の最小の濃度
として定義され、最小の非可算基数と連続体の濃度の間の値を取り得るものである。特に、有限台反復法と密接
に関連してる最先端の反復強制法の技術を開発することによって、幾つかの連続体の基数不変量の大小関係につ
いての新しい無矛盾性結果を得た。

研究成果の概要（英文）：Using forcing theory and other sophisticated techniques we carried out 
research about cardinal invariants of the continuum and other topics of set theory of the real 
numbers. Cardinal invariants of the continuum are defined as the smallest size of sets of real 
numbers with a certain property and typically take values between the first uncountable cardinal and
 the cardinality of the continuum. In particular, by developing state-of-the-art iterated forcing 
techniques closely related to finite support iteration, we obtained new consistency results about 
the order relationship of various cardinal invariants of the continuum.

研究分野：集合論

キーワード： 数学基礎論　集合論　計算可能性理論　トポロジー　測度論　強制法

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
実数全体は数学における一番重要な構造である。実数の組み合わせ論的構造を説明するために幾つかの連続体の
基数不変量が導入されたが、それらの基数不変量の間の大小関係は重要な問題となる。集合論の公理系のもとで
二つの基数不変量の間の不等式を証明するか、強制法による無矛盾性結果により不等式が証明できないことを示
すべきである。本研究はその大小関係に重要な貢献し、特に、無矛盾性証明を行うために必要な洗練された強制
法の技術を開発した。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
連続体の基数不変量とは、ある性質を満たす実数全体の部分集合の最小の濃度として定義され、
実数の構造を説明するものである。多くの場合には最小の非可算基数ω1と連続体の濃度 c の間
の値を取り得るため、連続体仮説が成り立たない程度の尺度として考えられることができる。 
 
基数不変量に関する基本的な問題は、それらの順序関係である。ZFC (集合論の標準公理系)のも
とで不等式を確立するか、強制法を使用した無矛盾性証明によって不等式が証明できないこと
を示すべきである。特に、基数不変量の調査と強制法理論の間には密接で有益な相互関係がある。
後者は前者に関する多くの独立性結果を確立するために用いられてきたが、前者に関する問題
は、強制法の重要な新しい反復法の開発を推進した。 
 
近年は、二つの刺激的な開発により、基数不変量の研究の範囲が大幅に拡大された。一方では、
カントール空間 2ω  またはベール空間 ωω  をそれらの一般化された高度カントール空間 
(higher Cantor space) 2κ  または高度ベール空間 (higher Baire space) κ κ  (κは非可算正則
基数) に置き換えることで、多くの古典的な基数不変量がこのより一般的なコンテキストで再定
義され、ZFC のもとの不等式と、強制法による独立性結果の両方のいくつかの古典的な結果が、
しばしば非常に斬新な論法で再証明された。他方では、集合論における基数不変量と計算可能性
理論における高度性質(つまり、チューリング次数が計算可能な次数と異なる程度を測る性質) 
の研究が数十年にわたって独立して進められてきたが、最近、これらの二つの分野の概念と証明
方法の間に強い類似性があることが明らかになった。 
 
２．研究の目的 
この研究プロジェクトの主な目的は、 
（１） 連続体の基数不変量 (cardinal invariants of the continuum)、 
（２） 高度の基数不変量 (higher cardinal invariants)、 
（３） チューリング次数の高度性質 (highness properties of Turing degrees)、 
およびこれらの三つのテーマの間の相互関係についての理解を深め、それらに関する新しい重
要な結果を証明するとともに、これらの結果の証明に必要な強制法理論を開発することであっ
た。 
 
３．研究の方法 
最近の反復強制法理論からのアイディアをはじめ、組み合わせ論、計算可能性理論、トポロジー
や測度論などの純粋数学の分野の最先端の技法を用いて、幾つかの重要な問題の解決に焦点を
絞って、上記の三つのテーマについて研究を行ってきた。特に、有限台反復法とそれに密接に関
連する強制法構成について新しい保存定理を証明することによって連続体の基数不変量につい
ての新しい無矛盾性結果を得た（例えば、研究成果の (1),(11) を参照）。また、テンプレート
沿の反復法や shattered 反復法などの洗練された強制法の技術もより深く発展させた（研究成
果の (2),(10) を参照）。さらに、高度の基数不変量の研究のために必要な強制法を開発した（研
究成果 (4) を参照）。  
 
強制法の理論や基数不変量についての研究は、世界的に行われているため、海外の研究者との議
論、特に共同研究は必要不可欠であった。研究の成果の多くは、Diego Mejía、Miguel Cardona、
Lorenz Halbeisen、Lukas Klausner、Marc Lischka、Saharon Shelah、Vera Fischer、Yurii 
Khomskii、Osvaldo Guzmán、Michael Hrušák、Dilip Raghavan、Corey Switzer、Francesco 
Parente、Christina Brech、Márcio Telles や南裕明らのディスカッションや共同研究により得
られた。 
 
４．研究成果 
強制法の理論などの洗練された技法を用いて連続体の基数不変量などの実数の集合論のテーマ
について研究を行った。主な研究成果は下記通りである。 
 
（１）強制法の行列沿の反復法と極大フィルター沿の極限 (matrix iterations and ultrafilter 
limits)。Miguel Cardona (ウィーン大学) と Diego Mejía (静岡大学) との共同研究において、
行列沿の反復強制法のコンテキストにおける filter-linked 半順序や filter-Knaster 半順序に
基づいた洗練された保存技術を発展させた。また、これらの技術を、極大のほとんど交わりがな
い集合族の保存や、Cichoń の図式における基数不変量などの多くの連続体の基数不変量の値が
相異なるモデルの構成のために用いられてきた。さらに、依岡イデアルの四つの基数不変量が同
時に異なる値を取り得ることが無矛盾であることを証明した。 
 



（２）漸近密度に関する基数不変量 (cardinal invariants related to asymptotic density)。
Lorenz Halbeisen (チューリヒ大学)、Lukas Klausner (ウィーン工科大学)、Marc Lischka (チ
ューリヒ大学) と Saharon Shelah (ヘブライ大学) との共同研究において、自然数全体の無限
部分集合の共通部分に基づいて定義された幾つかの基数不変量を導入し、それらの基数不変量
の大小関係について ZFC のもとの不等式も、強制法による独立性結果も示した。特に、コーエ
ン強制法によって保存される、このコンテキストにおける極大の独立な集合族を構成すること
で、漸近密度に関連する independence number がコーエンモデルにおいてω1であることを証
明した。また、強制法のテンプレート沿の反復法という洗練された技術でこの independence 
number が漸近密度に関連する reaping number より真に大きいことが無矛盾であることを得
た。さらに、このような極大の独立な集合族を付け加える強制法を導入することによって、同じ
テンプレートの枠組みにおいてこの independence number の共終度が可算であることの無矛
盾性を証明した。 
 
（３）極大の独立な集合族の射影階層における定義可能性 (definability of maximal 
independent families in the projective hierarchy)。Vera Fischer (ウィーン大学) と Yurii 
Khomskii (ハンブルク大学) との共同研究において、自然数上の極大の独立な集合族 (m.i.f.) の
射影階層における定義可能性を調べた。Σ2

1  m.i.f. の存在と Π1
1  m.i.f. の存在が同値であるこ

と、コーエンモデルにおいて射影的な m.i.f. が存在しないことと、Sacks モデルにおいて Π1
1  

m.i.f. が存在することを証明した。 
 
（４）退化の場合の高度の Cichoń の図式 (higher Cichoń diagram in the degenerate case)。
κを非可算正則基数とするとき、高度ベール空間κ κの unbounding number b(κ)、dominating 
number d(κ)と、高度の痩イデアル M(κ) の基数不変量の大小関係を調べることによって、加
法数 add(M(κ)) と共終数 cof(M(κ)) の特徴づけを得た。また、幾つかの集合論のモデルを紹
介することにより、退化の場合に一様性 non(M(κ)) の値に制限がないことを確立した。その上、
一般化された dominating number d(κ,λ) について幾つかの ZFC のもとの結果と独立性結
果を示した。 
 
（５）極大のほとんど交わりがない集合族の組み合わせ論的性質 (combinatorial properties of 
maximal almost disjoint families)。Osvaldo Guzmán (メキシコ国立自治大学モレリア校)、
Michael Hrušák (メキシコ国立自治大学モレリア校) と Dilip Raghavan (シンガポール国立大
学) との仕事において、自然数上の極大のほとんど交わりがない集合族 (m.a.d.) に生成される
イデアルのような自然数上のイデアルの強い組み合わせ論的性質について研究を行った。これ
らの性質は、コーエン強制法などの強制法による非破壊性とつながっている。例えば、Shelah-
Steprans イデアルがコーエン非破壊であり、ランダム非破壊であり、強い非破壊性を持つこと
そ証明した。また、Shelah-Steprans m.a.d. 集合族やそれより強い raving m.a.d. 集合族など
の強い組み合わせ論的性質を持つ m.a.d. 集合族の存在や非存在の強制法による幾つかのモデ
ルを構成した。 
 
（６）高階次元の基数不変量 (higher dimensional cardinal invariants)。Corey Switzer (ウィ

ーン大学) によって導入された、ベール空間ωωからベール空間ωωへの関数からなる空間を説
明する高階次元の基数不変量を Switzer との共同研究においてより深く調べた。独立性証明を
行うことによって全ての高階次元の bounding number が連続体の濃度 c より真に小さいこ
とが無矛盾であるが、全ての高階次元の dominating number が c 以上であることを証明した。
一方では、コーエンモデル、ランダムモデル、Sacks モデルなどの古典的なモデルにおいて高階
次元の bounding number の値を計算することによって、高階次元の Cichoń の図式に現れる
大小関係以外、一つの場合を除いて、それらの基数不変量の間の大小関係がないことを確立した。
他方では、高階次元の dominating number が一般化された dominating number d(κ,λ) と
密接に関連しており、イデアルによらないが、関係によることを無矛盾性証明を用いて確証した。  
 
（７）ブール代数上の極大フィルターの構造 (structure of ultrafilters on Boolean algebras)。
Francesco Parente (神戸大学（日本学術振興会外国人特別研究員）とトリーノ大学) との共同研
究において、完備なブール代数上の極大フィルターの集合族の構造を組み合わせ論的な観点か
ら調べた。まず、Tukey 可約性 (Tukey reducibility) の枠組みにおいて、Tukey 極大でない極
大フィルターの存在や非存在について幾つかの結果を得た。（Tukey 極大な極大フィルターは常
に存在する。）例えば、c 個のコーエン実数やランダム実数を付け加えれる完備なブール代数上
の全ての極大フィルタが Tukey 極大であるが、完備なブール代数 B 上の極大フィルターを生
成する最小の集合の濃度として定義されている ultrafilter number u(B) が B の濃度より真に
小さいとき Tukey 極大でない極大フィルターが存在する。このコンテクストにおいて、１個の
コーエン実数の付け加えるコーエン代数などの完備なブール代数 B の ultrafilter number 



u(B) が B の濃度より真に小さいことの無矛盾性を証明した。また、自然数上の P-point を一
般化する coherent P-ultrafilter も Tukey 極大でないことを示すことによって、d=c のもとで
コーエン代数などの完備なブール代数上に Tukey 極大でない極大フィルターが存在すること
がわかった。 
次に、完備なブール代数上の極大フィルター上の Tukey 順序を、自然数上の極大フィルタ上の 
Rudin-Keisler 順序の、村上の順序と JPR 順序という二つのブール代数のコンテキストへの一
般化と比べた。村上の順序は Tukey 順序よりも JPR 順序よりも強いが、JPR 順序と Tukey 
順序が比較可能でないことがわかった。つまり、多くの無限な完備なブール代数上に JPR 比較
可能でない Tukey 極大の極大フィルターが存在し、連続体仮説のもとでコーエン代数上に 
Tukey 比較可能でない JPR 同値な極大フィルターが存在する。 
 
（８）有限台反復法に関連する現代の強制法の技術 (modern forcing techniques related to 
finite support iteration)。Research Trends in Contemporary Logic というブックプロジェク
トのため、半順序の超ベキ、テンプレート沿の反復法、半順序のブール超ベキと、半順序の初等
部分モデルへの制限という四つの、ccc 強制法の有限台反復法と密接に関連する洗練された最先
端の強制法の技術についてのサーベイ論文を作成した。 
 
（９）base matrix の高さ (heights of base matrices)。h を P(ω)/fin の distributivity number 
とするとき、Balcar、Pelant と Simon の古典的な定理により高さ h の base matrix が存在
する。連続体の濃度 c が正則基数のとき、高さ c の base matrix が存在することと、コーエ
ンモデルやランダムモデルにおいて c 以下のあらゆる正則基数がある base matrix の高さと
なることを証明するによって、Fischer、Koelbing と Wohofsky の問題を解決した。 
 
（１０）shattered 反復法と融合極限 (shattered iterations and amalgamated limits)。極限段
階に有限台反復法で付け加わるコーエン実数の代わりにランダム実数を付け加える shattered 
反復法という手法を開発し、Cichoń の図式に出る基数不変量についての新しい独立性結果を証
明することによって Miller の問題を解決した。この手法の基本的な手段である、完備なブール
代数の直極限と融合を一般化する融合極限とその位相的な解釈についてサーベイ論文を作成し
た。また、shattered 反復法の中心である狭義正の有限加法的な測度をもつ完備なブール代数を
より深く調べ、これらの完備なブール代数についての融合極限による保存定理を証明した。 
 
（１１）強零イデアルに関する基数不変量の分離 (separating cardinal invariants of the strong 
measure zero ideal)。Miguel Cardona (コシツェ大学) と Diego Mejía (静岡大学) との共同研
究において、強制法の有限台反復法において強零イデアル SN の加法数 add(SN) を制御する
強制法の性質を発展させた。これらの技法を用いて、add(SN) < cov(SN) < non(SN) < cof(SN) 
の無矛盾性を証明し、初めて SN の四つの基数不変量が同時に分離できるモデルを構成した。
また、この不等式が Cichoń’s maximum と同時に成り立つ強制法によるジェネリクな拡大も作
り出した。 
 
（１２）自然数の部分集合の稠密性に関する基数不変量  (cardinal invariants related to 
density)。Christina Brech (サンパウロ大学) と Márcio Telles (リオデジャネイロ州立大学) と
の仕事において、自然数の置換群と自然数の部分集合の漸近密度に関する幾つかの基数不変量
を導入し、それらの基数不変量と古典的な基数不変量の大小関係について ZFC のもとの様々
な不等式も、強制法による様々な独立性結果も示した。特に、density number が痩イデアル M 
の一様性 non(M) と一致することを証明した。（準備中） 
 
（１３）極大のほとんど交わりがない集合族の splitting number (splitting number of m.a.d. 
families)。南裕明 (愛知学院大学) との共同研究において、自然数上の極大のほとんど交わりが
ない集合族  A から生成されるイデアル  I(A) に対する  splitting number が古典的な 
splitting number より真に小さいことが成り立つような A を強制法により作り出した。（準備
中） 
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