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研究成果の概要（和文）：集合論的多元宇宙理論について、特に巨大基数公理の下での多元宇宙全体の構造につ
いて研究を行い、次のような結果が得られた：１．巨大基数の一つである拡張可能基数が存在するならば、強制
法に関して不変である内部宇宙が存在することが判明した。２．選択公理がない状況でも、巨大基数が十分に存
在すればすべての基礎モデルが一様に定義可能であり、それにより選択公理がない宇宙においても多元宇宙理論
を展開することが可能であることが判明した。３．強制法の一般化である対称拡大についても、対称基礎モデル
が一様に定義可能であり、それにより対称拡大宇宙を含めたより広大な多元宇宙理論を展開することが可能であ
ることが明らかになった。

研究成果の概要（英文）：We studied set-theoretic multiverse, in particular the structure of the 
entire multiverse under the large cardinal axiom, and obtained the following results: 1. If there 
exists a large cardinal such as an extendible cardinal, there exists an inner model that is 
invariant with respect to the forcing method. 2. Even in the absence of the Axiom of Choice, all 
ground models are uniformly definable if there are enough large cardinals, and thus it is possible 
to develop a multiverse theory without the Axiom of Choice. 3. Symmetric extension is a 
generalization of the forcing extension. We showed that all symmetric grounds are uniformly 
definable, and thus it is possible to develop a more extensive multiverse theory including the 
symmetric extensions.

研究分野：公理的集合論

キーワード： 巨大基数公理　集合論的多元宇宙　集合論的地質学　集合論的位相空間論　ジェネリック巨大基数

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
強制法の発展により様々な数学の宇宙が構成可能であることが判明し、それにより強制拡大宇宙の総体である集
合論的多元宇宙の研究が近年活発に行われている。本研究では、申請者が証明した多元宇宙理論の基本定理であ
る「基礎モデルの下向きの有向性」をさらに発展させることで、巨大基数公理が多元宇宙理論に及ぼす影響を明
らかにし、巨大基数が集合の宇宙の総体に予想しない形で影響を及ぼすことを明らかにした。また、選択公理の
欠如のもとでも、巨大基数公理のもとでは多元宇宙理論が展開可能であることを示し、多元宇宙のさらなる一般
化の可能性を示した。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 

Cohenは、集合論の宇宙を拡大する方法である「強制法」を開発し連続体問題を解決したが、
強制法自身が非常に強力かつ汎用的な手法であることが明らかになった。さらに、強制法と巨大
基数公理を組み合わせることで、通常では得られえないような様々な集合論の宇宙も構成でき
ることが明らかになった。近年は、それら集合論の宇宙の総体を一つの数学的な対象とみなし、
その宇宙全体の構造を調べる集合論的多元宇宙の研究が活発に行われている。多元宇宙全体の
構造に関しては「下向きの有向性」があるかどうかが長い間の未解決問題であったが、研究代表
者自身が過去の研究において、常に下向きの有向であることを証明したことにより、多元宇宙の
理論についてのより詳細な解析が可能となった。また、ある宇宙に巨大基数が存在するならば、
その宇宙では特異基数仮説が成り立たつ一方でスクウェア原理のような反コンパクト性原理の
否定が成り立つことなどが知られている、すなわち巨大基数が宇宙の構造について様々な影響
を及ぼすことが知られている。この延長として、巨大基数公理が多元宇宙全体の構造についても
影響を及ぼすことが予想できる。 
巨大基数は通常、宇宙から別の部分宇宙への初等的埋め込みの存在で定義されるが、これを極
大までつよめた「宇宙から自分自身への初等的埋め込みが存在する」ことを主張する Reinhardt
基数について、その存在は選択公理から否定されるが、選択公理がない宇宙ではどうであるかは
大きな未解決問題である。そのような問題意識のもと、近年は Reinhardt 基数をさらに強めた
超巨大基数の研究が行われている。このような超巨大基数を多元宇宙論的に考察するには、現状
の多元宇宙理論を、選択公理を用いない多元宇宙理論に一般化する必要がある。 
 
２．研究の目的 
 本研究の目的は、巨大基数公理のもとで多元宇宙を考察し、さらに強制法の新たな側面を探求
するとともに連続体仮説などのような独立命題の数学的意味を探求することである。また選択
公理がない多元宇宙のように、より一般的な多元宇宙理論を展開して、様々な宇宙を俯瞰的に考
察する。その結果を用いてHODなどの様々な内部宇宙、および超巨大基数のような選択公理と
矛盾する公理などについても研究を行うことである。具体的には以下を目標とした。 
(1) 選択公理がない状態での多元宇宙理論の構造の解明。 
多元宇宙理論を展開する際、とくに基礎モデルの一様定義可能性の証明には選択公理が本質的
に使われており、選択公理がない状況では多元宇宙理論を展開することが難しい状況であった。
この困難を解消し、選択公理を抜きにした一様定義可能性の証明を目指し、それを用いて選択公
理を用いない多元宇宙理論を展開する。そのうえで、選択公理が成り立たない宇宙を含む、より
一般的な多元宇宙の構造解析を目指す。 
(2) Pseudo-groundなどの様々な内部モデルからなる多元宇宙理論の解明。 
多元宇宙理論は通常、強制法を用いて構成される宇宙全体が考察の対象であるが、遺伝的順序数
定義可能宇宙 HODなどの内部宇宙をも含めた多元宇宙を考えることができる。特に HODは定
義可能な部分宇宙の中で極大なものであり重要な内部宇宙である。近年、Woodin は「HOD は
真の宇宙に限りなく近い」ことを意味する HOD-Conjecture を提唱し、HOD-Conjecture の下
では Reinhardt基数のような超巨大基数が存在しないことを証明している。HODなどの内部宇
宙に限らず、強制法から作られる宇宙の一般化である pseudo-ground や symmetric extension
などを含めた究極的な多元宇宙理論を展開し、特に超巨大基数の存在や HOD-Conjecture につ
いての解明を目指す。 
 
３．研究の方法 
 研究代表者を中心に、芝浦工業大学の池上大祐、および筑波大学の大学院生と研究を行った。
定期的に早稲田大学でセミナーを行い、進捗の報告や国内外の研究動向についての情報の収集、
共有を行った。２０２０年以降はセミナーをオンラインに移行したが、そのために名古屋大学、
神戸大学の研究者もセミナーに参加するようになった。また、それ以外のメンバーとも電子メー
ルなどの打ち合わせのほか、研究集会での機会などを利用した研究打ち合わせを行った。 
 
４．研究成果 
研究期間中での世界的なコロナウイルスの流行により、研究時間をその対処のために費やさ
なければならず、一部の研究については遅れが生じ、特に HOD conjecture については完全に解
明することができなかったが、選択公理がない状態での多元宇宙理論、および symmetric ground
を含めたより一般的な多元宇宙理論については、以下のような様々な成果が得られた。 
(1)（目的欄（1）に関連する成果） 
① 研究代表者は多元宇宙の下向きの有向性を証明したが、同時に巨大基数公理の下では多元宇
宙には必ず最小の宇宙が存在し、しかもその最小宇宙は強制法に関して不変であるような最大
の宇宙であることを併せて証明した。その仮定である巨大基数は hyper-huge 基数と呼ばれる非
常に強いものであったが、その仮定を extendible 基数とよばれるよく知られた巨大基数に弱め



ることに成功した。 
② 選択公理がない集合論において、新たに Loewenheim-Skolem 基数の概念を定義した。巨大基
数公理から Loewenheim-Skolem 基数の存在が導かれることを示し、また Loewenheim-Skolem 基
数が真のクラスをなせば、基礎モデルが一様に定義可能であることを示した。これにより、選択
公理がなくても巨大基数の存在の下では多元宇宙理論が展開可能であることが明らかになった。
また、特異 Loewenheim-Skolem 基数κが存在すれば、κの後続基数κ^+が正則になり、κ^+閉非
有界フィルターがκ^+-完備になること、およびκ^+で Fodor の補題が成り立つことも示した。
これらの結果をもとに、宇宙自身が選択公理を満たす部分宇宙の弱い拡大であることが選択公
理が強制法で強制可能であることの必要十分条件であることを示した。 
③ 選択公理がない場合、基礎モデルの下向きの有向性が成り立たないことがあることを示した。
一方で、ある宇宙で選択公理が強制可能である場合には弱い有向性がなりたち、基礎モデル全体
の共通部分が選択公理を満たすことを証明した。 
④ 強制法と巨大基数を組み合わせて定義されるジェネリック巨大基数の一つである
generically extendible 基数について、ω_1、ω_2 が generically extendible であることの相
対無矛盾性は強くない一方で、ω_3 以上の generically extendible 基数の存在の無矛盾性は非
常に強いことを示した。またω_1 が generically extendible であるとき、proper 強制法では
generically extendible 性が常に保たれる一方で、一般的な強制法で破壊不可能であることの
無矛盾性は強いものであることを証明した。この事実を用いて実数の generic absoluteness が
成り立つことも示した。 
 
(2) （目的欄(2)に関連する成果） 
① 選択公理がない宇宙において、Loewenheim-Skolem 基数が十分にあるときには、宇宙が別の
宇宙の symmetric extension であることが一階の性質として記述可能であり、さらに宇宙の
symmetric ground 全体が一様に適宜可能であることを証明した。これにより、多元宇宙を強制
法によるものだけでない、symmetric extension や symmetric ground をも含めたものに拡張可
能であることを示した。 
② 多元宇宙理論を扱うための formal system を定義し、Woodin が定義した多元宇宙と Steel が
定義した多元宇宙理論について formal system の観点から公理化を行った。この公理化に関し
ては、pairing axiom が成り立てば Steel の多元宇宙になり、成り立たなければ Woodin の多元
宇宙に近いものになることが明らかになった。 
③ 選択公理が強制可能であれば Reinhardt 基数が存在しないことを示し、Schltzenberg の問題
を解決した。 
④ Loewenheim-Skolem 基数の存在の元、Reinhardt 基数が存在するならば特異基数の後続基数
が HOD の中では可測基数などの巨大基数になることを証明した。 
 
また、研究の過程の副産物として、以下のような成果が得られた。 
(3) (巨大基数と組み合わせ論に関する成果) 
① 名古屋大学の松原洋、神戸大学の酒井拓史と P_κλの定常集合に関して共同研究を行い、V=L
のもとでは正則基数λに対する P_κλの定常集合は常に skinniest な定常部分集合を持つこと
をしめし、また、スクウェア原理の下でも P_κκ^(+n)には skinniest な定常部分集合をもつこ
とを示した。一方で skinny 定常集合が dense にはない状況が consistent であることを証明し
た。 
② 名古屋大学の松原洋と countable stationary tower 強制について共同研究をおこない、高
さが特異基数であったとしても、その precipitous 性が成り立ち得ることが無矛盾であること
を示した。 
③ City University of New York の Auther W. Apter と University of Cyprus の Stamatis 
Dimopoulos と国際共同研究を行い、巨大基数の一つである strongly compact 基数において一般
連続体仮説が壊れていることの無矛盾性は strongly compact 基数の存在と同値であることを証
明した。 
④ 巨大基数の一つであるω_1-strongly compact 基数がコンパクト空間の G_δ-modification
の Lindeloef number の最適な上限であることを示した。また、巨大基数の一つである可測基数
がコンパクト空間のG_δ-modificationのextentの最適な上限を与えることも示した。さらに、
ω_1-strongly compact 基数が二つの Lindeloef 空間の積空間の Lideolef number の最適な上限
になることの無矛盾性を示した。 
⑤ ω_1-strongly compact基数がcountable tight位相空間のG_δ-modificationの tightness 
number の上限を与え、またこの上限が連続体仮説の下では最適であることを示した。さらに二
つの countable tight位相空間の積空間の tightness numberについてもω_1-strongly compact
基数が最適の上限になることの無矛盾性が得られた。 
⑥ 無限グラフの彩色数について、List-chromatic number の singular compact 性が一般連続体
仮説からみちびかれること、またダイヤモンド原理のもとでは list-chromatic number が
coloring number と等しくなることを示した。さらに、巨大基数と強制法を用いて、List-
chromatic number についての反映原理がなりたつ一方で coloring number の反映原理は成り立
たないことが無矛盾であることを証明した。 



(4) （集合論的位相空間論に関する成果） 
① point G_δ性をもつ Lindeloef 空間の積について新たな構成法を発見し、それにより point 
G_δ性をもつ二つの Lindeloef 空間の積の Lindeloef number が連続体濃度以下になることの無
矛盾性が weakly compact 基数の存在を導く強いものであることを証明した。 
② 神奈川大学の矢島幸信と平田康史と共同研究を行い、countable extent を持つ locally 
compact空間の二つの積空間がcountable extentを持たないことが無矛盾であることを示した。 
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