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研究成果の概要（和文）：ナビエ・ストークス方程式は流体力学の基礎方程式であり、方程式の解の存在と滑ら
かさに関する未解決問題はクレイ数学研究所の「ミレニアム懸賞問題 」として、多くの研究者に知られてい
る。この難問に挑むため、従来の解析手法以外に、計算機援用証明法という新たな計算法が発展している。1990
年代、中尾充宏氏は2次元正方領域における流れの検証に成功し、この分野での先駆的な研究成果を挙げた。し
かしながら当時の手法を3次元領域の問題に適用するとき、本質的な困難がある。本研究では、微分作用素の固
有値評価法とストークス方程式の近似解の誤差評価の難題を解決し、世界初一般的な3次元領域における定常流
れの検証に成功した。

研究成果の概要（英文）：The existence and smoothness of the solution to the Navier-Stokes equation 
is an open problem that draws the attention of worldwide researchers. To investigate the solution 
property of the Navier-Stokes equation, the verified computation method has been newly developed in 
the past decades. In the 1990s, Nakao Mitsuhiro proposed the method to verify the solution over a 2D
 square domain. However, this method cannot be applied to the equation over 3D domains. This 
research proposes a general framework of rigorous eigenvalue estimation for differential operators 
and the error estimation for the Stokes equation. Such work enables a novel solution verification 
method for the Naver-Stokes equation over 3D domains.

研究分野： 数値解析
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circle
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研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究では、初めて三次元領域における流れの検証に成功した。検証した流れのレイノルズ数がまた小さいであ
るが、今後は、よりレイノルズ数の大きい流れに対する検証法の開発を目指している。また、本研究成果を基盤
にして、定常の流れに限らず、初期値問題の流れの検証も構想している。したがって、本研究で提案した定常解
の検証方法は「ミレニアム懸賞問題」の解決にも大きく寄与することが期待されている。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



 

 

様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
 
（１）流体の運動を記述するナビエ・ストークス方程式は非線形偏微分方程式の一種であり、

方程式に含まれる移流項によって解（流れ）の構造が極めて複雑になっている。ナビエ・ストー

クス方程式の解の存在と滑らかさに関する「ミレニアム懸賞問題」については、多くの数学者

が関心を持ち、多様な数学的な解析法と計算法が検討されている。しかしながら現状では、我々

の生活空間と同じである 3次元空間の設定の場合、滑らかな初期条件の下であってさえも、方程

式の解が安定であるかどうかは、数学的に解明されていない。 

（２）数値計算手法で得られた方程式の近似解を利用し、流れの状態を解析することは可能で

あるが、計算過程で生じる離散化誤差、丸め誤差など様々な誤差があり、方程式に対する数学的

に厳密な結論を導くのは大変困難である。近年、科学計算の分野では、計算中に生じる全ての誤

差を厳密に評価する「精度保証付き数値計算法」が発展している。ただし、精度保証付き数値計

算法を利用し、ナビエ・ストークス方程式の解を検証するとき、流れの非圧縮条件（divergence 

free）の厳密処理や、関連する微分作用素の固有値問題の厳密的な計算法など、極めて難しい課

題が残されている。 

（３）1990 年代、日本の数学研究者・中尾充宏氏は 2 次元正方形領域における定常流れの検

証に成功し、この分野での先駆的な研究成果を得た。しかし、中尾氏の手法を 3次元領域に適用

する場合、ストークス方程式の境界値問題に対する近似解の事前誤差評価に本質的困難性があ

り、過去 20 年以上、3次元領域における流れの検証の研究は難航していた。 
 
２．研究の目的 
 
（１）本研究の目的は、ナビエ・ストークス方程式に対して、新たな有限要素法の計算法と厳
密な誤差評価理論を発展させることで、これまでに扱うことのできなかった３次元領域におけ
るナビエ・ストークス方程式の解の計算機援用証明方法を開発することである。 
 
３．研究の方法 
 
（１）非線形方程式の解の検証においては、Newton-Kantorovich の定理の有効性が十分検証さ
れている。本研究では、ナビエ・ストークス方程式に Newton-Kantorovichの定理を適用し、こ
の定理に要求された「ストークス方程式の近似解の事前誤差評価」と「ストークス方程式に付随
する微分作用素の固有値評価」という二つのコア課題を中心に、以下のように研究を展開した。 
（２）ストークス方程式の近似解の事前誤差評価 研究代表者がポアソン方程式の境界値問題
に対して提案した Hypercircle 法の事前誤差評価法を拡張させることによって、divergence-
free の制約条件が課されたストークス方程式の近似解の事前誤差評価を提案した[2]。特に、ス
トークス方程式の離散化式の特異性に対して、張氏のメッシュ分割方法を利用することで、安定
的な計算法を得た。 
（３）ストークス方程式に付随する微分作用素の固有値評価 ３次元領域におけるストークス
方程式の事前誤差評価[2]を利用し、２次元領域におけるストークス方程式の固有値問題に既に
得られた固有値の評価法 [6]を 3次元領域に拡張した[1]。また、微分作用素の固有値評価の問
題に対して、正定値双線形形式を利用した固有値の厳密評価法を、半正定値双線形形式で記述さ
れたより一般的な固有問題に拡張し、高精度な固有値評価法を提案した [3,4,5]。 
（４）３次元領域におけるナビエ・ストークス方程式の解の検証 上記の２つの課題の検討で構
築した方法をベースにし、中尾氏の逆作用素のノルム評価法と合わせ、３次元領域におけるナビ
エ・ストークス方程式の解の検証法を提案した。この結果は 2022 年非線形科学分野のトップ３
位の国際学術誌 CNSNSに掲載された [1]. 
 
４．研究成果 
 
（１）1940 年代、W. Prager 氏と J. L. Synge 氏は、弾性力学の解析に関する Hypercircle 法を



 

 

提案した。Hypercircle 法は複数の関数空間に関わり、図 1 のように、ピタゴラスの定理のよう

な美しい構造を持っている。また、同じ時期に、日本の数学者・加藤敏夫氏と藤田宏氏も
Hypercircle 法と本質的に同じである手法を提案し、偏微分方程式の近似解の誤差評価に適用し
ている。近年、Hypercircle 法は多くの数学者からも高い評価を受け、その手法の有用性が広く
検討されている。2000 年代、菊地文雄氏も Hypercircle 法を利用し、有限要素法で得た偏微分
方程式の近似解の事後誤差評価を提案した。 
（２）研究代表者の劉は菊地氏の手法を発展させ、それを有限要素法の近似解の事前誤差評価に
も適用するというアイデアを得た。さらに、流れの非圧縮条件を処理するために、Hypercircle
法を拡張することで、ストークス方程式の境界値問題の有限要素解に対する事前誤差評価式を
導いている [2]。この結果は汎用性に優れており、2次元領域と 3次元領域の流れの方程式に対
しても自然に適用することができる。本研究では、Hypercircle 法を用いた誤差評価法と中尾氏
の手法との融合によって、3次元領域における定常流れの検証法を提案しその有効性を実証する
ことができた[1]。 
（３）実際の検証例として、図 2 のような穴のある
3次元領域における定常流れの検証例に成功した。
純粋に理論的な手法によっても定常流れの解析は
ある程度可能でるが、本研究で報告した例では、既
存の理論手法の適用条件が満たされず、単純な理
論解析では流れの存在証明は困難である。したが
って本検証例により、提案した計算機援用証明法
の有用性が十分立証されたと言える。 
（４）本研究では、レイノルズ数が小さい流れの
検証例が挙げられた。今後は、よりレイノルズ数
の大きい流れに対する検証法の開発を目指す。
また、本研究成果を基盤にして、定常の流れに限
らず、初期値問題の流れの検証も構想している。
したがって、本研究で提案した定常解の検証方
法は「ミレニアム懸賞問題」の解決にも大きく寄
与することが期待される。 
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図 2：論文[1]に掲載した流れの検証例 

図 1: 関数解析に使用された Hypercirle 
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