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研究成果の概要（和文）：本研究課題では，目的変数や説明変数の個数が多いときの多変量線形回帰モデルにお
いて，一致性を持つ高速かつ簡便な変数選択法を提案した．ある説明変数が必要・不要の判断は，判定したい説
明変数のみを抜いた候補のモデルとフルモデルのモデル選択規準の差により行った．使用するモデル選択規準の
一致性は，目的変数と説明変数の個数の和を標本数で割ったものが1未満の定数に収束するという条件の下で標
本数を無限大とする漸近理論により評価した．この漸近理論で一致性を保証することで，ある程度大きい標本数
があれば，目的変数や説明変数の個数の大小にかかわらず，真の説明変数を選ぶ確率が高くなると期待できる変
数選択法が提案できた．

研究成果の概要（英文）：We proposed a fast and simple consistent variable selection method in 
multivariate linear regression models when the numbers of response and explanatory variables are 
large. The decision whether an explanatory variable is necessary or not is based on the difference 
between the model selection criteria of the full model and a candidate model in which only the 
target explanatory variable is removed. The consistency of the model selection criterion used was 
evaluated using asymptotic theory, in which the sample size goes to infinity under the condition 
that the sum of the numbers of response and explanatory variables divided by the sample size 
converges to a constant less than 1. By guaranteeing the consistency with this asymptotic theory, we
 could propose a variable selection method that is expected to increase the probability of selecting
 the true explanatory variables regardless of the sizes of the numbers of response and explanatory 
variables if the sample size is large enough.

研究分野： 統計科学

キーワード： 変数選択　多変量線形回帰モデル　一致性　有効性　高次元漸近理論　情報量規準

  ２版
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研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究課題で提案する変数選択法は，ある程度大きい標本数があれば，目的変数や説明変数の個数の大小にかか
わらず，選択確率が高くなると期待できる．よって，提案手法は，既存の変数選択法と一線を画す，計算時間が
短く目的変数や説明変数の個数の大小によらないuser friendlyな手法であると言える． また，他の多変量解析
法の変数選択法に拡張できる可能性があることから，提案手法は汎用性も高い変数選択法になることも期待でき
る．以上のことから，提案する変数選択法は現在広く利用されているスパース推定に基づく変数選択法に替わる
標準的な手法になる可能性を秘めていると言える．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
多変量線形回帰モデルは複数の目的変数(調べる対象となる変数)と説明変数(目的変数に影響を
与えていると考えられる要因)の間の関係を記述するためのモデルである．このモデルにおいて，
不要と判断された説明変数は目的変数に影響を与えていないとみなすことができるため，それ
ぞれの説明変数が必要か不要かを判断する変数選択は，目的変数に対し影響を与えている要因
を探索するという意味においても重要であると言える．未知の本当に正しい説明変数(真の説明
変数と呼ぶ）が存在しているならば，実解析の多くの場面で，真の説明変数をできるだけ正しく
選ぶことができる変数選択法が望まれる．しかし，有限標本の下では，真の説明変数を正しく選
ぶ確率(選択確率と呼ぶ)を正確に評価することが非常に困難となる．そのため，多くの場合，標
本数を無限大としたときの漸近選択確率を選択確率の近似値として用い，漸近選択確率が 1 と
なる性質(一致性と呼ぶ)を持つ変数選択法で代用される．実際，近似の精度が高ければ，一致性
を持つ選択法はある程度大きい標本数で高い選択確率を持つことが期待できる．一方，研究開始
当初では，ハードウェアの発達により，蓄積・解析できるデータ数が増加したため，多くの目的
変数や説明変数を持つデータ(高次元データと呼ぶ)に対応できる多変量線形回帰モデルでの変
数選択法の開発に対する需要が高まっていた．ここでは，多いといえども，目的変数の個数 p と
説明変数の個数 k の和が標本数 n 未満であるとする．ところが，高次元データで安心して使用で
きる一致性を持つ変数選択法は，残念ながら研究当初は無い状態であった． 
 
２．研究の目的 
多変量線形回帰モデルおいては，以下の手法が一般的に広く用いられている変数選択法であっ
た． 
(I) モデル選択規準最小化法：k 個の説明変数の一部分を用いた候補のモデルで Mallows の Cp

規準(Mallows, 1973)などのモデル選択規準を計算する．このとき，すべての候補のモデルの
中でモデル選択規準を最も小さくするモデルを最適なモデルとし，最適なモデルでの説明
変数を最適な変数とする．この手法の長所と短所は以下の通りである． 
[長所]未知パラメータの推定は，繰り返し計算が不要なため非常に短時間で行える． 
[短所] k が増えれば候補のモデルの個数が爆発的に増大するため，すべての候補のモデル

でのモデル選択規準を計算することが物理的に不可能になることがある． 
(II)グループ Lasso による変数選択法：k 個すべての説明変数を用いたフルモデルにおいて，各

説明変数に対応する回帰係数を並べた回帰係数ベクトルの長さを罰則とした，罰則付き最
小二乗法により未知パラメータを推定するスパース推定を用いた手法．罰則の強さを表す
ハイパーパラメータλを適当に選ぶと，通常の最小二乗法と異なり，回帰係数の推定値が正
確にゼロとなる．そのとき，対応する回帰係数ベクトルの推定値がゼロベクトルとならなか
った説明変数を最適な変数とする．この手法の長所と短所は以下の通りである． 
[長所]モデル選択規準をすべての候補のモデルで計算する必要がないため，変数選択のた

めの計算が物理的に不可能にならない． 
[短所]変数選択の計算が不可能ではなくても，繰り返し計算を必要とするため，k が増える

ほど未知パラメータの推定とλの最適化にかかる時間が延びる． 
k が大きいとき，(I)の手法は実装が難しく，(II)の手法は計算時間がかかるという問題がある．
また，既存の変数選択法での一致性は，n のみを無限大とする大標本漸近理論により評価してい
るため，p や k が大きい場合では漸近選択確率の近似精度が悪くなる．そのため，既存の変数選
択法で一致性を持つと保証されているものを高次元データで実装できたとしても，高い選択確
率はたとえ大きな標本数があったとしても期待できない．本研究課題の目的は，既存の選択法
(I)と(II)が持つ実装時間の問題と有限標本下での選択確率の問題を解消できる新たな変数選択
法を提案することである． 
 
３．研究の方法 
研究の目的を達成するために，具体的に以下のような変数選択法を提案する． 
・ 研究課題で提案する変数選択法: (p+k)/n が 1 未満の定数に収束するという条件の下で n を無

限大とする漸近理論(新たな漸近理論と呼ぶ)により一致性を保証したモデル選択規準を用い
て，以下のアルゴリズムにより変数選択を行う(このアルゴリズムは Zhao, Krishnaiah & Bai, 
1986 によって提案されたアルゴリズムなので，ここでは ZKB 法と呼ぶ)． 
手順 1：各説明変数に対して，その説明変数のみ取り除いたモデルとフルモデルのモデル選

択規準の差を計算する． 
手順 2: 手順 1 で求めた差が負になれば取り除いた説明変数を有効とし，差が正となれば取

り除いた説明変数を有効でないとする． 
手順 3：最終的に有効と判断された説明変数の組を最適な説明変数とする． 

提案手法の場合，計算負荷が小さいモデル選択規準の計算を k 個のモデルで行うだけなので，k
が増えたとしても(II)の手法よりも計算負荷ははるかに少ない．また，新たな漸近理論では，p



と k は無限大の場合も固定の場合も含んでいるので，p や k の大きさによって漸近選択確率の近
似精度が悪くなることがない．そのため，提案する変数選択法は，ある程度大きい標本数があれ
ば，p や k の大小にかかわらず，選択確率が高くなると期待できる．よって，提案手法は，既存
の変数選択法と一線を画す，計算時間が短く p や k の大小によらない user-friendly な手法である
と言える．また，他の多変量解析法の変数選択法に拡張できる可能性があることから，提案手法
は汎用性も高い変数選択法になることも期待できる．以上のことから，提案する変数選択法は現
在広く利用されているスパース推定に基づく変数選択法に替わる標準的な手法になる可能性を
秘めていると言える．ここで，本研究課題で用いるモデル選択規準は，標準化多変量残差平方和
にモデルの複雑さに対する罰則の強さを調整するにパラメータ数をかけた項を足すことで定
義される一般化 Cp(Generalized Cp; GCp)規準(Atkinson, 1980; Nagai, Yanagihara & Satoh, 2012)と，
モデルの最大対数尤度の2 倍にモデルの複雑さに対する罰則の強さを調整するにパラメータ
数をかけた項を足すことで定義される一般化情報量規準(Generalized Information Criterion: GIC; 
Nishii, 1984)である．GCp規準や Cp規準や修正 Cp(Modified Cp: MCp)規準(Fujikoshi & Satoh, 1997)
を特別な場合として含み，GIC は，赤池情報量規準(Akaike’s Information Criterion: AIC; Akaike, 
1973)，ベイズ型情報量規準(Bayesian Information Criterion: GIC; Schwarz, 1978)などを特別な場合
として含む． 
 
４．研究成果 
(1) GCp規準を用いたときの一致性【雑誌論文：[1]Oda & Yanagihara(2020)】：研究目的にもあ

げたが，本研究課題の目的は，ZBK 法に基づく変数選択法において，新たな漸近理論によ
り一致性が保証されるモデル選択規準を提案することである．ZKB 法では，ある説明変数
が有効か否かを判別する統計量(判別関数と呼ぶ)は，モデル選択規準の差として定義され
る．論文[1]では，GCp 規準を用いたときの判別関数が独立なカイ二乗分布に従う確率変数
に比の和，もしくは独立なカイ二乗分布と非心カイ二乗分布に従う確率変数の比の和で表
現できることを示し，そのモーメントとマルコフの不等式を使って，ある説明変数が選ばれ
る漸近確率のオーダーを新たな漸近理論の下で評価した．その結果から，常に一致性を持つ
ようなの条件を導出し，それを使った新たなモデル選択規準を提案した．数値実験により
新しいモデル選択規準を用いた ZKB 法は，標本数がある程度の大きければ，p や k の大き
さにかかわらず選択確率が高くなることも確かめられた．一方で，提案した変数選択法に比
べ，従来の方法であるグループ Lasso を用いた変数選択法は大きいところで計算時間が 100
倍近くかかり，また有限標本の下での選択確率も低くなる傾向があることが確かめられた． 

(2) GIC を用いたときの一致性【雑誌論文：[2]Oda & Yanagihara(2021)】: CGp規準以外に広く
用いられているモデル選択規準として，GIC がある．論文[2]では，GIC を用いた ZKB 法に
ついて，論文[1]と同様な判別関数の表現をつかって，常に一致性を持つようなの条件を
新たな漸近理論の下で導出し，それを使った新たなモデル選択規準を提案した．また，数値
実験により，新しいモデル選択規準を用いた ZKB 法は，標本数がある程度の大きければ，
p や k の大きさにかかわらず選択確率が高くなることも確かめられた． 

(3) 正規性の仮定の除去【雑誌論文：[3]栁原(2019)】：論文[1]と[2]の両方とも，一般の次数の
モーメントの正確な表現が必要であったため，正規性の仮定が真のモデルにされている．こ
の仮定は k も大きいかもしれないという状況を考えるときはどうしようもないが，k は n に
比べると大きくないという状況を考えるのであれば，外すことも可能となる．この状況の下
では，モデル選択規準最小化法を行うことが可能となるので ZKB 法は必要でなくなり，考
える漸近理論も p/n が 1 未満の定数に収束するという条件の下で n を無限大とする高次元
漸近理論となる．この状況の下で，論文[3]では，GCp規準と GIC のどちらにおいても，候
補のモデルと真のモデルのモデル選択規準の差が，サイズが n と p のどちらにも依存しな
い冪等行列の関数として表せることを示した．ここでの冪等行列は，真の分布がどのような
確率分布に従っていたとしても，各対角成分は独立ではないが同一な確率分布に従い，また
各非対角成分も独立ではないが同一な確率分布に従う．冪等行列の成分の絶対は 1 以下で
あることに注意すれば，この行列の成分は必ず期待値を持つことがわかる．この期待値を使
って GCp 規準と GIC のどちらにおいても常に一致性を持つようなの条件を非正規性の下
で導出することが可能となり，それを使った新たなモデル選択規準を提案した．  

(4) 他の多変量モデルへの拡張【雑誌論文：[4]Oda, Suzuki, Yanagihara & Fujikoshi(2020)，[5]Oda, 
Yanagihara & Fujikoshi(2021); [6]Oda, Mima, Yanagihara & Fujikoshi(2021)】：研究成果(1)，
(2)，(3)は，多変量線形回帰モデルでの変数選択に関する結果であるが，これらの結果はそ
の他の多変量モデルへ拡張することが可能である．論文[4]では，正準相関判別分析におい
て，研究成果(2)と同様に GIC を用いた ZKB 法で変数選択を行ったとき，常に一致性を持
つようなの条件を新たな漸近理論の下で導出し，それを使った新たなモデル選択規準を提
案した．本研究課題において一致性とは厳密にいえば弱一致性のことを示しているが，選ば
れた変数の組み合わせが真の変数の組み合わせに収束する確率が 1 となるような強一致性
について考えることができる．論文[5]では，正準相関分析において GIC を用いて変数選択
を行ったとき，研究成果(3)と同様の高次元漸近理論の下で常に強一致性を持つようなの
条件を導出し，それを使った新たなモデル選択規準を提案した．また，変数選択の一致性と
は直接関係ないが，モデル選択規準において，そのバイアス補正も重要な問題である．高次



元データに対しては，高次元漸近理論の下でバイアスを補正したモデル選択規準の方が大
標本漸近理論の下でバイアス補正したモデル選択規準よりも近似的な意味で妥当であると
言える．論文[6]では，多変量逆回帰モデルにおける変数選択での AIC のバイアスを高次元
漸近理論の下で補正した新たなバイアス補正 AIC を提案した． 

(5) 多変量線形モデルにおける有効性【学会発表：[7]栁原(2018)，[8]小田・栁原(2021)】: 変
数選択問題において一致性も重要な性質ではあるが，選ばれたモデルでのロス関数とロス
関数の最小値の比が 1 に確率収束する性質である漸近ロス有効性，また，選ばれたモデル
でのロス関数の期待値とロス関数の期待値の最小値の比が 1 に収束する性質である漸近平
均有効性も重要な性質であると言える．特に，有効性を持つモデル選択規準で変数選択を行
えば，漸近的に予測の意味で良い変数選択法であるといえる．ただ，有効性に関しては ZKB
法ではうまくいかないので，k は n に比べると大きくないという状況，つまり，高次元漸近
理論の下で考える．研究発表[7]では，GCp 規準を用いた変数選択において，ロス関数とし
て期待残差平方和を考えたときに常に漸近ロス有効性と漸近平均有効性を持つようなの
条件を高次元漸近理論の下で導出し，それを使った新たなモデル選択規準を提案した．研究
発表[8]では，GIC を用いた変数選択において，ロス関数として KL 情報量を考えたときに
常に漸近ロス有効性を持つようなの条件を高次元漸近理論の下で導出し，それを使った新
たなモデル選択規準を提案した．さらに数値実験により，p の大小によらず，ある程度大き
な標本数の下で，高い確率で予測精度の高いモデルを最適なモデルとして選択できている
ことが確かめられた． 

(6) 罰則付き推定のアルゴリズムの開発【雑誌論文：[9]Yanagihara & Oda(2021)，[10]Ohishi, 
Fukui, Okamura, Itoh & Yanagihara(2021)，[11] Ohishi, Okamura, Itoh & Yanagihara(2021)，
[12]Yamamura, Ohishi & Yanagihara(2021)】:本研究課題において比較対象であるグループ
Lasso による変数選択法は罰則付き推定に基づくもので，本研究課題を進める上で，それら
の推定アルゴルズムについても新しい結果を得ることができた．論文[9]では，正規性の下
での対数尤度の1 倍に基づく目的関数にグループ Lasso 型の罰則項を加えた罰則付き対数
尤度関数を最小にするためのブロックワイズ座標降下法の更新式を求めた．論文[10], [11]
では，残差平方和に基づく目的関数に種類の異なる fused Lasso 型の罰則項を加えた罰則付
き残差平方和を最小にするための座標降下法の更新式を求めた．また論文[12]では，論文
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手法を提案した． 
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