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研究成果の概要（和文）：Barndorff-Nielsen and Shephardモデル(BNSモデル)に対するmean-variance hedging
の導出とその数値計算法の開発を目指した。得られた成果は、(1)デジタルオプションに対するlocal 
risk-minimizingの導出、(2)BNSモデルに対するオプション価格の分解公式と近似公式の導出、(3)教師無し深層
学習を用いたBNSモデルのオプション価格計算である。

研究成果の概要（英文）：This project aimed to derive an expression of the mean-variance hedging for 
the Barndorff-Nielsen and Shephard(BNS) model and develop its numerical scheme. The results obtained
 are (1) derivation of local risk-minimizing for digital options, (2) derivation of decomposition 
and approximation formulas for option prices for the BNS model, and (3) computation of option prices
 for the BNS model using unsupervised deep learning.

研究分野：解析学基礎

キーワード： 数理ファイナンス　確率論　数値計算

  ２版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
ジャンプ型モデルに対するmean-variance hedgingの導出は難しく、本研究ではその準備段階しかできなかっ
た。しかし、伊藤解析を用いた分解公式の研究や深層学習を用いたアプローチなど新たな試みに挑戦したこと
で、研究手法の幅を拡げることに成功した。様々な手法を組み合わせることにより、ファイナンスにおける数学
的知見を金融実務へ還元する礎を築けたものと確信している。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景
オプションなどの金融派生証券の価格は、それを完全複製するヘッジ戦略の初期費用で与えられ

る。従って、取引可能な全ての金融派生証券に対して完全複製戦略が存在する完備市場に対して
は、金融派生証券の価格付けやヘッジ戦略に関する理論は完全に確立されている。ところが、実
データを用いた分析から経験的に知られている株価過程の特徴の多くは、代表的な完備市場モデル
である Black-Scholesモデルでは捉えることができない。そこで、適宜 Black-Scholesモデルを拡
張してより現実的と思われるモデルの構築が望まれる。この拡張には様々なものがあるが、大きな
流れとしてジャンプを含んだモデルと確率ボラティリティモデルの 2つが挙げられる。しかしこの
ように拡張されたモデルは、完全複製戦略が存在しない非完備市場モデルとなる。従って、完全複
製戦略に代わる何らかの意味で最適となるヘッジ戦略を考えなくてはならない。
これまで様々な最適ヘッジ戦略が提唱されており、それらの性質や表現の導出に関する研究が盛

んに行われてきた。とりわけ、mean-variance hedging(MVH)と local risk-minimizing(LRM) は
代表的な最適ヘッジ戦略であり、30年近い歴史を持つ。ところが、MVHや LRMの数学的理論研
究は大きく発展してきた一方、金融実務でも利用可能な研究成果は殆ど現れなかった。そこで私は
2012年頃から、ジャンプ型モデルを対象にMVHと LRMの明示的表現の導出と数値計算法の開
発を行ってきた。まず、Arai and Suzuki(International Journal of Financial Engineering, Vol.2,

1550015, 2015)では、Lévy過程に対するMalliavin解析を用いて、ジャンプ型確率微分方程式
dSt = St−

[
αtdt+ βtdWt +

∫
Rγt,zÑ(dt, dz)

]
の解で株価過程が記述されるモデルを考え、それに対する LRMの表現を導出した。ここで、Wt

は 1次元標準 Brown運動、Ñ(dt, dz)は、Poissonランダム測度 N(dt, dz)とその Lévy測度 ν に
より Ñ(dt, dz) := N(dt, dz) − ν(dz)dtと定義されるランダム測度である。この論文では、コール
オプションなど代表的な金融派生証券に対して、係数過程 αt、βt、γt,z がノンランダムとなる場合
における LRMの明示的表現を導出した。さらに、Arai, Imai and Suzuki(International Journal

of Theoretical and Applied Finance, Vol.19, 1650008, 2016)では、幾何 Lévy過程モデル、つま
り αt、βt が定数、γt,z = ez − 1 である場合に対して、コールオプションに対する LRM の高速
Fourier変換を用いた数値計算法を開発した。また、Arai, Imai and Suzuki(Finance & Stochastics,

Vol.21, pp.551-592, 2017)では、上述の結果を用いて、係数がランダムになる場合の代表例である
Barndorff-Nielsen and Shephardモデル (BNSモデル)における LRMの明示的表現を導出し、数
値計算も実行した。なお、BNSモデルとは Black-Scholesモデルを直接拡張して得られるジャンプ
型確率ボラティリティモデルである。
一方、MVHの表現の導出は LRMと比較して格段に難しいため、株価過程がマルチンゲールで
ある場合やノンランダム係数の場合など限定的なケースしか扱われていない。特に、数値計算法の
開発は殆ど行われていなかった。そこで、Arai and Imai(Applied Mathematical Finance vol.25,

pp.247-267, 2018)では、係数がランダムネスを含まない場合に対して、数値計算を考慮したMVH

の表現を新たに導出し、高速 Fourier変換を用いた数値計算法を提示した。しかし、BNSモデルの
ようにランダム係数を持つ場合に対するMVHの研究は、マルチンゲール性を持つなど特別な場合
を除き、行われていない。
２．研究の目的
本研究は、数理ファイナンスにおける最重要トピックの一つである「非完備市場における金融派
生証券の最適ヘッジ戦略」に関するものである。目標は、Lévy過程に対するMalliavin解析を用
いて BNSモデルに対するMVHの明示的表現を導出することと、高速 Fourier変換をベースとし
た数値計算法の開発を行うことである。



MVHに関する先行研究は数学的理論研究が中心であり、金融実務でも利用可能となる具体的な
研究成果は限定的である。とりわけ、ジャンプ型モデルに対するMVHの研究は少ない。本研究
は、金融実務への貢献を常に念頭に置き、BNSモデルという具体的なジャンプ型モデルを対象に、
単にMVHの表現を求めるだけでなく、実行可能な数値計算法の開発に即した明示的表現を導出
し、実際に数値計算を行うことを目指すものである。
３．研究の方法
当初はMalliavin解析を用いて研究を実施する予定であったが、それだけでは立ち行かなくなり

伊藤解析も加えることにした。まず、MVHの導出への足掛かりを得るため、LRMの研究を深化
させた。次に、Black-Scholes公式の展開を用いて、BNSモデルに対するオプション価格の分解公
式や近似公式の導出を目指した。さらに、深層学習を用いた研究に着手しオプション価格の導出を
試みた。
４．研究成果
まず第一段階として LRMの数値計算法の研究に取り組んだ。平成 30年度 (2018年度)には、

基本的なジャンプ型モデルのフレームワークである幾何 Lévyモデルに対し、ペイオフが指示関
数で表現されるデジタルオプションに対する LRMの数学的導出に成功し、その成果を Arai and

Suzuki(Journal of Stochastic Analysis vol. 2, no. 4, article 5, 2021)にまとめた。次に、MVHの
表現の導出に向け、BNSモデルのような確率ボラティリティーモデルに対するオプション価格公式
の解析に取り組んだ。より具体的には、BNSモデルのような確率ボラティリティーモデルに対し
ては明示的なオプション価格公式を導くことはできないため、伊藤の公式を用いて Black-Scholes

公式を展開することにより、オプション価格の分解公式と近似公式の導出を目指した。令和元年度
(2019年度)にこの研究に着手し、その成果を二つの論文Arai(Journal of Stochastic Analysis vol.

2, no. 2, article 3, 2021)、Arai(International Journal of Theoretical and Applied Finance vol.

25, 2250008, 2022)にまとめた。最終年度である令和 4年度 (2022年度)には、深層学習を用いた
BNSモデルのオプション価格付けと言う新たな取り組みも開始し、教師無し学習によるオプション
価格計算に成功し、その成果をArai(to appear in International Journal of Financial Engineering,

2023)にまとめた。
ジャンプ型モデルに対するMVHの導出は難しく、本研究課題ではその準備段階しかできなかっ

た。その一方、伊藤解析を用いた分解公式の研究や深層学習を用いたアプローチなど新たな試みに
挑戦したことで、研究手法の幅を拡げることができた。
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