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研究成果の概要（和文）：パラメトリックな連立代数方程式の根の連続性についての重要な性質を証明した。こ
れにより、パラメトリックな多項式環のイデアルによる飽和イデアルの計算をパラメーター空間の必要最小限の
分割で行うことが可能になるので、飽和イデアルのシンプルな表現が可能になる。包括的グレブナー基底の代わ
りにパラメトリックなBorder基底を用いることで、パラメーター空間の必要最小限の分割が可能になることを証
明した。非等式による飽和イデアルの計算を取り込むことで、パラメーター空間の分割が少なくさらによりシン
プルなCGSが計算可能であることを理論的に証明した。これらの結果をもとに効率的な限量子記号消去アルゴリ
ズムを開発した。

研究成果の概要（英文）：I proved an important property concerning continuity of the roots of a 
parametric system of algebraic equations. By this result, we can make a partition of the parameter 
space necessary for the computation of the saturation by parametric polynomial ideals. It enables us
 have a simple representation of the saturation by parametric polynomial ideals. I further proved 
that we can have a simpler representation if we use a parametric border bases instead of 
comprehensive Groebner system. I also showed that we can have a simpler representation of a 
comprehensive Groebner system if we use the computation of the saturation ideal by disequalities. 
Based on those results, I developed efficient algorithms of quantifier elimination for both complex 
and real algebraic constraints. 

研究分野： 計算機代数
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  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
国立情報学研究所の東ロボ君プロジェクトで扱うような大学入試の問題をそれと等価な限量子記号消去の問題と
して代数制約式に表現したとき、既存の数式処理システムの限量子記号消去プログラムを用いても大抵の場合処
理が可能である。しかしながら、国際数学オリンピックで出題されるような、より難易度の高い問題は等式制約
を多く含む複雑な代数制約式として表現され、 Mathematica や Maple 等の数式処理システムにおける既存の限
量子記号消去プログラムでは処理できないものが多い。等式制約を多く含む代数制約式に対して有効な新しい限
量子記号消去アルゴリズムを開発したことで処理できる問題の範囲が格段に広がった。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 
限量子記号消去 (Quantifier Elimination) とは、限量子記号 ∃ や ∀ を含んだ代数制約式
から限量子記号とその束縛変数を取り除き、等価な式を求めることである。簡単な例をあげる
と、代数制約式∃X ∈ R(X 2 + AX + B = 0) から限量子記号 ∃ とその束縛変数 X を取り除
き、等価な式 A 2 − 4B ≥ 0 を求めることである。私は国立情報学研究所の人工知能プロジェク
ト「ロボットは東大に入れるか」において、数学チームのメンバーとして協力してきた。 
(http://21robot.org/research activities/math/) 
大学入試で出題されるような問題をそれと等価な限量子記号消去の問題として代数制約式に表
現したとき、既存の数式処理システムの限量子記号消去プログラムを用いても大抵の場合処理
が可能である。しかしながら、国際数学オリンピックで出題されるような、より難易度の高い
問題は等式制約を多く含む複雑な代数制約式として表現され、 Mathematica や Maple 等の数
式処理システムにおける既存の限量子記号消去プログラムでは処理できないものが多い。等式
制約を多く含む代数制約式に対して有効な、新しい限量子記号消去アルゴリズムがどうしても
必要になる。 
 
 
２．研究の目的 
 
現在、ほとんどの数式処理システムの限量子記号消去プログラムでは、 CAD アルゴリズムに基

づいた実装がされている。高性能なアルゴリズムであるが、理論的な限界があることも知られ

ており、扱える制約式は非常に限定される。本研究では、代数制約を多項式環のイデアルの問

題として考えることで、グレブナー基底をはじめとする計算代数における斬新的なツールを用

いて、効率的な限量子記号消去アルゴリズムを構築し、その有効性を検証することを目的とす

る。本研究の目的が達成されれば、数式処理による記号計算の適用可能範囲が拡大する。例え

ば、扱える工学の問題の範囲や数学教育における応用範囲等が格段に広がることになる。 
 
 
３．研究の方法 
 

まずわれわれの複素数領域における限量子記号消去アルゴリズムをさらに改良する。 

具体的には、 包括的グレブナー基底系(Comprehensive Gröbner System 、以下 CGS と略

記する)の計算だけでなく、パラメーターを含むイデアルの根基イデアルや各変数の最小

多項式の計算を効率的におこなうアルゴリズムを構築し、それに基づいた改良をおこなう。

その際、われわれが過去に得た CGS に関する知見が有用になると考えている。次に、等式

を多く含むような実数領域の代数制約式に焦点をしぼり、 CGS の計算に基づいた効率的な

限量子記号消去アルゴリズムの開発をおこなう。 

実数領域における代数制約が等式制約式を多く含む場合に CAD アルゴリズムに基づく方法

が有効でないのは、等式制約は基本的にイデアルの計算によって処理できるにもかかわら

ず、 CAD アルゴリズムに基づく方法ではイデアルの構造を無視するためであるとわれわれ

は考えている。 CGS の計算に基づいた効率的な限量子記号消去アルゴリズムを開発するこ

とにより、 CAD アルゴリズムに基づいた既存の実装では扱えないような多くの問題が処理

できるような実装が可能になる。 

本研究の目的が達成されれば、数式処理による記号計算の適用可能範囲が格段に広がるこ

とになる。 
 
 
 



４．研究成果 
 

本研究では、パラメトリックな連立代数方程式の解の簡素な表現の実現とその効率的かつ

高速な計算アルゴリズムの実現が重要な課題となっている。 

2019 年度に、パラメトリックな連立代数方程式の根の連続性についての重要な性質を証明

することに成功した。具体的には、連立代数方程式を構成する多項式が生成するイデアル

が零次元で、かつイデアルの剰余環がなす線形空間の構造が不変であるような、パラメー

ターの空間において、連立代数方程式の根がパラメーターの関数として連続であることを

証明した。この結果により、パラメトリックな多項式環におけるイデアルによる飽和イデ

アルの計算をパラメーター空間の必要最小限の分割で行うことが可能になるので、飽和イ

デアルのシンプルな表現が可能になる。しかしながら、イデアルの剰余環がなす線形空間

の構造が不変であるような、パラメーターの空間の計算をどうやって行うかについての問

題が解決されないままであったが、2020 年度までに、この問題を部分的に解決した。 

イデアルが根基である場合は、CGS(包括的グレブナー基底)の代わりにパラメトリックな

Border 基底を用いることで、パラメーター空間の必要最小限の分割が可能になることを証

明した。さらに、パラメーター空間の分割ができるだけ少ないようなパラメトリックな

Border 基底を効率的に計算するために、CGS のアルゴリズムの再評価をおこなった。具体

的には、パラメーター空間の分割が少ない CGS を計算するための戦略をいくつか提案し、

計算機代数システム SageMath 上でプログラムとして実装し計算機実験をおこない、これら

の戦略が有効であることを確認した。しかしながら、研究は一歩前進したものの、CGS に

関して未解決であった問題を完全に解決するまでには至っていなかった。 

2021 年度は、非等式による飽和イデアルの計算を取り込むことで、パラメーター空間の分

割が少なくさらによりシンプルな CGS が計算可能であることを 

理論的に証明した。非等式による飽和イデアルの計算を取り込むことで、パラメーター空

間の分割が少なくさらによりシンプルな CGS が計算可能であることを 

理論的に証明できたので、複素数及び実数領域の代数制約式に対するより効率的な限量子

記号消去アルゴリズムの構築が可能になった。 
2022 年度は、具体的なアルゴリズムを構築し、数式処理システム SageMath による実装を
行い、アルゴリズムの有効性を実証した。 
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