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研究成果の概要（和文）：本研究課題では定常的偏微分方程式の境界値問題の数値解法の一つである代用電荷法
（基本解近似解法）の非定常問題、特に異常拡散方程式への適用について考察した。まず初めに時間・空間につ
いて同じように離散化するnaiveな手法を検討したところ、小さな時間刻みの場合に数値的に不安定になること
が実験的・理論的に確認された。この不安定性に対応するため、時間の離散化手法として Convolution 
Quadrature Method を適用する手法を開発した。数値実験により検証を行った結果、小さな時間刻みに対しても
安定であり、陰的Runge-Kutta法を応用した場合には高次の精度が得られることが確認された。

研究成果の概要（英文）：In this project, we develop an application of the method of fundamental 
solutions (charge simulation method) for the initial-boundary value problem for the abnormal 
diffusion equation. At first, we apply a naive implementation for the problem, but we find some 
numerical instability under the small time-step condition. To avoid this numerical instability, we 
apply the Convolution Quadrature Method (CQM) to discretize the integration in time. Numerical 
experiments show that our method is stable even if the time-step is small, and we can obtain a 
high-precision numerical solution if we apply the implicit Runge-Kutta method in CQM. 

研究分野：偏微分方程式の逆問題

キーワード： 異常拡散方程式　基本解近似解法　代用電荷法　Convolution Quadrature　後退差分公式　陰的Runge-K
utta法　時間依存基本解

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
非定常問題に対する代用電荷法（基本解近似解法）の適用に関する従来の研究は、時間離散化について差分法等
を用いることで、時間依存の基本解を利用しないものがほとんどであった。これに対し、本研究では時間依存の
基本解を用いた直接的な離散化手法について検討した。また、その際に生じる数値的不安定性を除去する手法に
ついても併せて開発した。異常拡散方程式の数値解法は近赤外線を用いたCT法において必要とされており、時に
短時間の挙動の解析が需要となっている。この問題に対し、一つの解決手法を与えたことは大きな意義があるも
のと考えられる。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
代用電荷法（基本解近似解法）は定常的偏微分方程式の境界値問題の数値解法の一つである。
この方法は、解を基本解の線型結合で近似するというアイデアを基にしており、領域の形状が単
純で境界値が解析的である場合には非常に高精度な近似解を与えることが知られている。特に
対象とする方程式が Laplace 方程式および Helmholtz 方程式の場合には数値解の誤差の指数
的収束が理論的にも知られている。 
その一方で、非定常問題に対する適用については、研究はほとんど進んでいない状況であった。
代用電荷法が国内に紹介された 1982年に簡単な適用例が野中・村島により示されているが、そ
れ以後 2010 年ごろまでほとんど研究発表は海外も含めてないという状況であった。2010 年ご
ろになっていくつかの結果が発表されたが、その多くにおいて、対象とする方程式そのものの基
本解（ここでは時間依存基本解と呼ぶ）を用いる手法ではなく、時間方向について差分法等を用
いて離散化し、その際に得られる空間座標に関する Poisson 方程式を代用電荷法により解くと
いうものであった（例えば Valtchev et al(2008) や Yan, et al (2013) など）。その後、2010
年代以降になって、イギリスの Leeds 大学の Lesnic のグループが時間依存基本解を用いた拡
散方程式の解法に関する数値的・理論的結果をいくつか発表している（例えば Johansson et al 
(2011)や Johansson (2017)など）が、不十分なものである。特に Johansson et al (2011)では、
時間刻み幅をあまり小さくできないことが言及されているが、その理由に関する分析はなく、不
安定性までは踏み込んでいない。 
したがって、非定常問題を対象とした時間依存基本解を用いた代用電荷法の適用とその特性
の詳細な分析については、本研究課題の開始当初の時期にはまだほとんどなされていない状況
であった。また、Johansson et al (2011)で示されている、時間刻み幅を小さくとれない理由と
その解決法についても何もわかっていない状況であった。さらに、時間に関する非整数階微分を
持つような異常拡散方程式に対しては、全く研究がないという状況であった。 
 

２．研究の目的 
 上記背景のもと、本研究課題では拡散および異常拡散方程式のような非定常問題に対する数
値解法として、代用電荷法の適用について、より詳細な分析を行うことを目的とした。適用にお
いては、基本解近似解法の持つ重要な性質の一つである、近似解の表現が対象とする方程式を厳
密に満たすため、時間依存基本解を利用した手法を対象とした。まず、単連結な領域に対する適
用を考察し、その中で近似解の持つ数値的性質、特に空間および時間に関する離散化に対する近
似解の収束特性などをより詳細に調べることとした。また、Johansson et al (2011)で示されて
いる、拡散方程式の適用において時間刻み幅を小さくとれないという現象について、異常拡散方
程式に対しても分析を行うこととした。さらにこの現象について理論解析を行うとともに、解決
法について探ることとした。最終的に、層状構造を持つような領域への拡張を行うことを目標と
した。 
 

３．研究の方法 
上記目的のため、次の段階にわけて研究を実施した。 
(1) 代用電荷法を Naïve な手法により適用した場合に対する近似解の構成に必要な時間依存基
本解の数値計算法の開発 

(2) Naïve な手法を適用した際に得られる近似解の数値的特性。特に、空間刻みや時間刻みを
小さくした際の近似解の収束や安定性 

(3) Naïveな手法を適用した際に現れる不安定性、特に時間刻みを小さくした際に起こる不安定
性の理論解析 

(4) 時間刻みを小さくした際に不安定性を生じないような新たな手法の開発。特に時間離散化
に対する Convolution Quadrature Method の適用 

上記において、「naïve な手法」とは、空間および時間の離散化について、両軸に対し均等に時
間依存基本解の特異点をおき、その線型和により近似解を表現する手法である。このアイデアは、
基本解近似解法を非定常問題に適用するうえでは自然な考えによるものと考えられた。しかし、
この方法は、拡散方程式のみならず異常拡散方程式に対しても、時間刻みを小さくしていく際に
不安定性が現れることが本研究課題の遂行中にわかった。詳細は研究成果のところで述べる。 
なお、目標の一つである層状構造を持つような領域への拡張については実施には至らなかった。 
 

４．研究成果 
上に示した各方法により得られた研究成果について示す。 
(1) 代用電荷法を naïve な手法により適用した場合に対する近似解の構成に必要な時間依存基
本解の数値計算法の開発 
代用電荷法を naïve な手法により適用する際には、基本解そのものの数値計算が必要となる。



時間に対し非定常な現象を表す拡散および異常拡散方程式の場合、この基本解は時間依存のも
のとなる。通常の拡散方程式の場合、これは指数関数を用いて容易に計算が可能であるが、異常
拡散方程式の場合には Fox の H 関数を用いて表現されるため、その数値計算法の開発が必要と
なる。本研究では、２次元の場合には Fox の H 関数が Mittag-Leffler 関数と Bessel 関数を用
いた積分で表現できること利用した。具体的には、Mittag-Leffler 関数の計算として Garrappa 
によるアルゴリズムを、また Bessel 関数を含む積分には緒方-杉原による二重指数関数積分公
式を適用する方法を開発した。 
 
(2) Naïve な手法を適用した際に得られる近似解の数値的特性。特に、空間刻みや時間刻みを
小さくした際の近似解の収束や安定性 

 （1）で開発した時間依存基本解の数値計算を基に代用電荷法として naïveな手法を実装し、
数値実験を行った。まず単連結な領域に対する適用を行い、その数値的特性について実験的な考
察を行った。その結果として次のことが確認された。 
A) 時間離散化について、線型和を取る時間依存基本解の特異点の時間間隔を∆ݐで表したと
き、∆ݐが大きい時にはܱ(∆ݐ)で誤差が減少するが、ある程度小さくすると不安定性を生じ、
ステップを進めるにつれて、数値解が爆発する現象がみられた。 

B) 空間離散化については、特異点の空間間隔を∆ݔとしたとき、数値解の誤差は1/∆ݔに対し、
指数関数的減少を示すことが確認できた。 

この結果のなかで、Bの結果は定常問題である Laplace 方程式や Helmholtz 方程式に対する基本
解近似解法と同様の結果であり、数値解法として良好なものである。その一方で Aの結果は、非
常に悲観的なものである。特に、異常拡散方程式の重要な応用例である近赤外線を用いた CT 法
では、短時間における解の挙動を追跡する必要がある。Bの結果は、Naïveな手法ではこの応用
に対して適用は難しいことを意味している。 
（1）と（2）の結果は 2020 年に実施された第 26 回環瀬戸内応用数理研究部会シンポジウムで発
表した。 
 
(3) Naïveな手法を適用した際に現れる不安定性、特に時間刻みを小さくした際に起こる不安定
性の理論解析 
 (2)のところで述べた、時間刻み∆ݐを小さくした際にあらわれる数値的な不安定性について、理
論的な解析を試みた。時間刻みを 1ステップ進めるプロセスを 2つに分解し、その際にあらわれ
る 2つの行列、すなわち 
(a) 各基本解の特異点におく重みを求める際にあらわれる連立方程式の係数行列 
(b) 一つ手前の時刻における特異点の重みが次の時刻の境界値に与える影響 
について分析したところ、一つ手前の時刻の境界値の誤差が次の時刻の境界値に与える影響が
をݐ∆、を小さくするにつれて大きくなり、最終的には発散することが分かった。なお、同時にݐ∆
小さくするのに合わせて境界上の拘束点と各基本解の特異点の間隔を狭くすれば、発散を遅ら
せることが可能であることも確認できた。この結果は、2023 年 7 月に行われた金沢解析セミナ
ーにおいて発表した。 
 
(4) 時間刻みを小さくした際に不安定性を生じないような新たな手法の開発。特に時間離散化
に対する Convolution Quadrature Method の適用 
 (2)および(3)の結果から、拡散および異常拡散方程式のような非定常問題に対し、naïve な
手法による代用電荷法の適用は、実用には適さない、特に短時間の変化の追跡が必要な問題に対
しては難しいことがわかった。したがって、naïveな手法が持つ不安定性を克服するような手法
の開発が必要となった。問題点は主に時間離散化であることが（2）の結果から予想されたため、
空間に関する離散化はそのままに、時間離散化について検討を行った。特に、時間に関する
Volterra 型畳み込み積分方程式表現に適した離散化について様々な手法を調査した。 
その結果、Lubich により提案された Convolution Quadrature Method(以下 CQM と呼ぶ) が
有力な候補であることを見出した。この手法は積分方程式表現にあらわれる畳み込み積分を、逆
Laplace 変換を用いて表し、他方にあらわれるパラメータを持つ 1 変数線型常微分方程式の解
を、常微分方程式の解法スキームとして表現する手法である。なお、CQM の他の問題への適用例
としては、非定常問題に対する境界要素法がある。 
CQM は常微分方程式の解法スキームとして、どのような手法を用いるかにより様々なバリエー
ションが考えられる。本研究課題では 
(a) 線型多段階法、特に後退差分公式 
(b) 陰的 Runge-Kutta 法、特に Randau ⅡA 法 
を適用し、その効果について数値的に検証した。 
まず、(a)の線型多段階法を適用した CQM を実装し、数値実験を行った。その結果、2 段以上
の後退差分公式を利用した場合には、ܱ 、で数値解の誤差が減少することが確認できた。また(ݐ∆)
1段から 4段までの場合には、∆ݐを小さくした場合でも数値解不安定性は生じないことが確認で
きた。この結果は 2023 年に実施された第 28 回計算工学講演会および金沢解析セミナーで発表
した。 
続いて、数値解の誤差のより高次の収束を図るため、(b)の陰的 Runge-Kutta 法の適用を行っ



た。なお、陰的 Runge-Kutta 法の中でも CQM に適した方法は RandauⅡa 法および LobattoⅢa 法
があるが、本研究課題では RandauⅡa 法、特に 2段 3次の方法を適用した。その結果、拡散方程
式については、2段 3次である RandauⅡa 法の次数の通り、3次の収束を得ることができた。し
かし、異常拡散方程式については、時間に関する非整数階微分の階数が小さくなるにつれて収束
の次数が下がることが確認された。特に 0.3 よりも微分階数が小さくなった場合には 1 次の収
束しか得られなかった。これは、テストに用いた数値解が初期時刻t = 0において解析的でない
ことが原因と考えられるが、詳細の解析は現在進行中である。以上の結果は 2024 年に実施され
た第 29 回計算工学講演会で発表した。 
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