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研究成果の概要（和文）：本研究では、強く相互作用する遍歴フェルミオン系の基底状態や非平衡ダイナミクス
および開放量子系の問題に対して、新しい数理的手法を開拓し厳密な結果を確立することを目指して研究を行っ
た。その結果、(i) SU(N) 斥力Hubbard模型における平坦バンド強磁性、(ii) SU(N) 引力Hubbard模型の基底状
態に関する厳密な結果、(iii) 量子多体傷跡状態をもつ格子模型の系統的な構成、(iv) フラストレーションフ
リーなマヨラナフェルミオン系およびパラフェルミオン系の構成、(v) 散逸のある量子スピン鎖のマヨラナフェ
ルミオンを用いた厳密解、などの非自明な結果を得ることに成功した。

研究成果の概要（英文）：In this research, we aimed to develop new mathematical methods and establish
 exact and/or rigorous results for the ground states and non-equilibrium dynamics of strongly 
interacting itinerant fermion systems, as well as open quantum many-body systems. As a result, we 
successfully obtained several nontrivial results: (i) flat-band ferromagnetism in the SU(N) 
repulsive Hubbard model, (ii) rigorous results concerning the ground states of the SU(N) attractive 
Hubbard model, (iii) systematic construction of lattice models with quantum many-body scar states, 
(iv) construction of frustration-free Majorana and parafermion models, and (v) exact solutions of 
dissipative quantum spin chains using the Majorana representation of spins. 

研究分野： 物性理論、統計力学

キーワード： 量子多体系　Hubbard模型　超対称性　マヨラナフェルミオン　開放量子系　フラストレーション・フリ
ー系　量子多体傷跡状態　数理物理

  ２版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
強く相互作用する粒子からなる量子多体系の研究は、孤立系の熱化などの基礎物理学的な観点から、また量子シ
ミュレーションなどの量子技術の観点からも現在精力的に研究が行われている。そのような量子多体系に関して
本研究で確立された厳密な結果は、今後の基礎研究のベンチマークとして重要な役割を果たすと考えられる。ま
た、量子多体傷跡状態をもつ模型の系統的な構成法や開放量子系のマヨラナフェルミオンを用いた解法は、今ま
でにない全く新しい数学的手法を切り拓いたものであり、学術的な意義も大きいと考えられる。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１（共通） 
 
１．研究開始当初の背景 
可解模型に関する研究は、さまざまな近似手法に対するベンチマークとして、また理論物理と

数学の学際分野として、現在まで重要な役割を果たしてきている。近年では、Kitaev 模型のよ
うな可解模型の実験的な実現についても議論されており、「現実を模型で近似する」のではなく、
「模型を現実が近似する」という興味深い潮流も生まれている。可解模型は大きく２つのクラス
に分類することができる。ひとつは可積分系と呼ばれるクラスで、自由フェルミオン・ボソン系
や、Bethe 仮設によって解くことのできる模型が含まれる。もうひとつは、フラストレーション・
フリー系と呼ばれるクラスで、AKLT 模型がその典型例である。 
 
粒子の遍歴性が凍結した局在スピン系の文脈では、これらのクラスの可解模型について多く

の研究がなされていた。一方、Hubbard 模型などの遍歴フェルミオン系の模型については、その
取扱いの難しさから、可解模型の観点からの研究はそれほどなされていなかった。例えば、２次
元以上の Hubbard 模型に関する数学的に厳密な結果は、長岡強磁性や平坦バンド強磁性など数
えるほどしかなかった。一方で近年、冷却原子系の発展により、Hubbard 模型により良く記述さ
れる系を実験的に実現することも可能になってきている。元々の Hubbard 模型は、電子のスピン
自由度に対する SU(2)対称性をもつが、冷却原子系では、原子の核スピン自由度に対する SU(N)
対称性をもつ系も存在する。また、Kitaev 模型の研究や、メゾスコピック系の技術の進展によ
り、マヨラナフェルミオンと呼ばれる粒子とその応用にも、大きな注目が集まっていた。 
 
２．研究の目的 
 以上の研究背景の下で、本研究では遍歴フェルミオン系の可解模型に関する研究を行った。特
に研究課題の核心となるのは、以下の４つのテーマである。 
 
(1) 高い対称性をもつ Hubbard 模型の基底状態 
(2) 非エルゴード的ダイナミクスを示すフェルミオン系 
(3) 相互作用するマヨラナフェルミオン系 
(4) マヨラナフェルミオンの開放量子系への応用 
 
(1)は SU(N) Hubbard 模型において、通常の電子系には見られない新たな相や現象を発見するこ
とを、(2)は近年注目を集めている量子多体傷跡状態の具体例を系統的に構成することを、(3)は
相互作用するマヨラナフェルミオン系において厳密な結果を確立することを、(4)は散逸のある
量子多体系の可解模型を構成することを、それぞれ目的としていた。また、全体を通じて、主に
数理物理的な観点から量子多体系の平衡状態および非平衡ダイナミクスにアプローチし、堅実
な結果を確立することを目的としていた。 
 
３．研究の方法 
(1) 可解格子模型の手法：可積分系の標準的な手法である Bethe 仮設法や自由フェルミオンの
手法などを用いる。また、上述のフラストレーション・フリー系に対して成立する様々な性質・
結果を応用する。 
 
(2) 不等式などを用いた手法：変分原理の一般化であるミニマックス原理や（半）正定値行列の
性質などの行列の固有値に関する不等式を、量子多体系の基底状態や低エネルギー励起の性質
の決定に応用する。 
 
(3) 数式処理・数値対角化：対象は大自由度の量子多体系であるが、少数系における「実験」を
行いながら研究を進めることは重要である。具体的には、Mathematica の数式処理機能を方程式
の簡約化や代数的な演算に応用する。また、少数系の数値対角化や時間発展の数値計算を
Mathematica や QuSpin という Python のパッケージを用いて行う。 
 
４．研究成果 
(1) 高い対称性をもつ Hubbard 模型の基底状態 

① SU(N) 斥力 Hubbard 模型における平坦バンド強磁性：平坦あるいはほぼ平坦なバンドが
最下端にある SU(2) Hubbard 模型では、基底状態で強磁性が発現する場合があることが
知られていた。この結果を、各フェルミオンが N(>2)個の内部自由度をもつ SU(N) Hubbard
模型へと拡張した。具体的には、1次元および高次元の田崎型の模型を考え、最下端のバ
ンドが完全に平坦あるいはほぼ平坦でフィリングが 1/N の場合に、SU(N)強磁性状態が基
底状態となることを、SU(2)の場合の手法を改良して証明した[文献①]。また、Mielke に
よる平坦バンド強磁性の必要十分条件を SU(N) Hubbard 模型へと拡張した[文献②]。さ
らにこの結果を応用して、SU(N) 近藤格子模型についても平坦バンド強磁性の一般論を
展開した。これらの一連の研究で、SU(2) Hubbard 模型における平坦バンド強磁性に関し



て知られている結果のかなりの部分を SU(N) Hubbard 模型へと拡張できたと言える。 
② SU(N) 引力 Hubbard 模型におけるマヨラナ鏡映正値性の応用：SU(2) Hubbard 模型の基底

状態の縮退度やスピン量子数を決定する数理手法として、Lieb によるスピン鏡映正値性
と呼ばれるものが知られている。この手法は、電子のアップスピンとダウンスピンの間の
対称性を用いているため、そのままの形では N>2 の SU(N)引力 Hubbard 模型に適用するこ
とはできない。しかし、この場合にも模型のマヨラナフェルミオンによる表示を用いるこ
とで、異なるマヨラナフェルミオンの成分の入れ替えに関する対称性を議論することが
できる。これと鏡映正値性のアイデアを組み合わせることで、SU(N)引力 Hubbard 模型の
基底状態の縮退度や電荷密度波的な秩序の存在を厳密に示すことに成功した。これらの
結果は Physical Review Letters に掲載され、さらに Editors’ Suggestion に選出され
ている[文献③]。 

 
(2) 非エルゴード的ダイナミクスを示すフェルミオン系 

① Onsager 代数を用いた量子多体傷跡状態の構成：2017 年の Bernien らによる Rydberg 原
子系の実験において、異様に長時間減衰しない秩序状態間の振動が観測された。この実験
をきっかけに、非可積分系にもかかわらず非熱的なエネルギー固有状態をもつ物理系が
注目を集めている。また理論的にも、このような量子多体傷跡状態（Quantum Many-Body 
Scars, QMBS）と呼ばれる状態の探究も盛んに行われている。本研究では、Onsager 代数
の対称性をもつ可積分系に、その可積分性を壊す摂動を加えることで、非可積分系である
にもかかわらず、陽に書き下すことのできる QMBS を持つ系を無数に構成できることを示
した。また、ある種の初期状態は熱的な状態から完全に分離した部分空間内において周期
運動を繰り返すことを明らかにした。これらの結果は Physical Review Letters に掲載
され、さらに Editors’ Suggestion に選出されている[文献④]。 

② 量子多体傷跡状態をもつフェルミオン模型の構成：上述の Onsager 代数を用いた手法を
踏まえ、QMBS をもつフェルミオン模型の系統的な構成に取り組んだ。まず、非可積分な
スピンレスフェルミオン模型として、通常のホッピング項と隣接サイトの粒子の有無に
依存したホッピング項とからなる模型を考えた。この模型は任意のグラフ上において定
義できるが、１次元格子の場合は Onsager 代数に基づいて構成した模型に帰着する。特
に２次元格子の場合にこの模型の準位統計や種々の物理量の振舞を数値的に調べ、構成
したエネルギー固有状態が QMBS であることを明らかにした[文献⑤]。さらに、SU(N) 
Hubbard 模型に(N-1)体のホッピングを加えた模型を調べ、ある種の場合には SU(2) 
Hubbard 模型におけるηペアリング状態を一般化した状態（ηクラスタリング状態と名付
けている）が厳密なエネルギー固有状態となることを明らかにした。これらの状態は低エ
ンタングルメントの状態であり、この系の QMBS であると考えられる[文献⑥]。 

 
(3) 相互作用するマヨラナフェルミオン系 

① N=1 超対称性をもつ格子上のマヨラナフェルミオン系：1970 年代に Nicolai により N=2
の超対称性(SUSY)をもつ格子上のフェルミオン模型が提案されている。代表者らはこの
模型の幾つかの拡張を研究していたが、本研究では N=1 SUSY をもつ Nicolai 模型の類似
物を構成しその性質を調べた。その結果、この模型のパラメター（相互作用の大きさの逆
数に相当）を変化させると 1. SUSY が自発的に破れ、それに伴うギャップレス励起が出
現する相から 2. SUSY が無限系に回復する相に転移することを解析的および数値的な解
析により明らかにした。また相 1 では、ギャップレス励起が波数の 3 乗に比例する分散
をもつことを数値対角化により明らかにした[文献⑦]。 

② フラストレーション・フリーな模型の一般的構成法：超対称性量子力学の文脈で用いられ
ていた「Witten の conjugation」と呼ばれるアイデアを用いることで、これまで個別に議
論されてきた様々なフラストレーション・フリーな可解模型を統一的に扱えることを明
らかにした。また、この手法により古典 Ising 模型や Potts 模型のような自明な模型か
ら出発して、相互作用するマヨラナフェルミオン系やパラフェルミオン系の可能模型の
非自明な例を構成できることも明らかにした[文献⑧]。論文⑧を引用している複数の別
グループによる論文でも、この手法を応用することで新たな可解模型が構成されている。 

 
(4) マヨラナフェルミオンの開放量子系への応用 

① 散逸のある量子スピン鎖の厳密な解析：Gorini-Kossakowski-Sudarshan-Lindblad(GKSL)
方程式で記述される量子多体系の非ユニタリーダイナミクスは、近年の冷却原子系にお
ける実験の進展もあり注目を集めている。しかし、一般に量子多体系の GKSL 方程式を解
くことは非常に困難である。これは系のハミルトニアン自体は自由粒子系であったとし
ても、しばしば散逸項から有効的に（非エルミートな）相互作用が生じるためである。本
研究では、Kitaev によるスピン演算子のマヨラナフェルミオン表示を用いることで、可
解な多体の開放量子系の例を構成した。具体的には、(i) 1 次元量子コンパス模型に位相
緩和が加わった系[文献⑨]、(ii) 量子 Ising 鎖に散逸を加えた系[文献⑩]、(iii) 量子
Ising 鎖の両端に位相緩和が生じる系[文献⑪]、である。これらの系の非平衡定常状態や
Liouvillian gap、ある種の相関関数の表式を、Kitaev の方法や Bethe 仮設、自由フェル



ミオンの方法などを組み合わせて厳密に求めた。 
② 非エルミートなフェルミオン2次形式のジョルダン分解：ある種のフェルミオン系のGKSL

方程式のスペクトル解析は、マヨラナフェルミオンの 2 次形式のジョルダン分解を求め
ることに帰着する。これについて、Prosen による予想[T. Prosen, J. Stat. Mech. P7020 
(2010)]があったが、これを厳密に証明した[文献⑫]。証明の鍵となるのは、非エルミー
トなフェルミオン 2 次形式のべき零部分が sl2 リー代数の生成子のひとつとみなせる点
である。このリー代数を閉じる残りの二つの演算子を明示的に構成することで、固有空間
の次元、すなわちジョルダンブロックの数を sl2の既約表現の次元に関連づけることがで
きる。また、組合せ論における既知の結果を適用することで、広義固有空間の次元の明示
的な公式を得た。これらの結果は、GKSL 方程式に限らず、片方向にのみホッピングのあ
る（乱れのない）Hatano-Nelson 模型の多体版などにも応用が可能である。 

 
これら以外にも、平坦バンドをもつ遍歴ボゾン系における Haldane 相、量子スピン鎖における非
線形 Drude 重みなど、関連するテーマについても興味深い結果を得ることができた。以上を踏ま
えて、期間全体を通して当初計画していた以上の成果が得られたと考えている。 
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