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研究成果の概要（和文）：本研究では様々な文脈に現れる量子力学模型の固有値問題を弦理論の幾何学的観点か
ら調べることを目標とした。当初の目論見では2次元電子系の物理とトーリック・カラビ・ヤウ多様体上の位相
的弦理論の対応関係を深化させることを主な目標としていたが、その後の研究においてブラックホールの摂動論
と4次元超対称ゲージ理論との対応を新たに発見するに至って当初の想定以上の成果が得られた。このような対
応関係を利用することで、一見現実とは無関係に思われる超対称性を持つ理論や弦理論が現実の物理系を記述し
得る点を発見したことに意義があると考える。

研究成果の概要（英文）：In this research project, my goal is to understand a relationship between 
spectral problems in various quantum mechanical systems and a geometrical approach in string theory.
　My original attempt is to look into the correspondence between 2d electron systems and topological
 string theory on toric Calabi-Yau geometries. However I found a new correpondence between black 
hole perturbation theory and supersymmetric gauge theories. This corresponcence allows us to "solve"
 an eigenvalu problem in black hole perturbation theory by using the result in the correponding 
supersymmetric gauge theory. This is a new application of supersymmetric quantum field theories.

研究分野：素粒子論
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研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究で最も大きな成果はブラックホールの摂動論と超対称ゲージ理論の対応関係を新たに発見したことであ
る。ブラックホールの摂動論ではアインシュタイン方程式は線形化され、適切の変数変換の下でシュレーディン
ガー型の常微分方程式の形になるが、この微分方程式が4次元N=2超対称ゲージ理論のいわゆるSeiberg-Witten曲
線を量子化したものと同一であることが分かった。後者の観点からはNekrasov分配関数の特殊な極限が自然に現
れるが、この関数を使うことで前者の固有値問題、すなわちブラックホールの準固有振動モードの問題が解ける
ことが分かった。重力波観測とも関係しているため非常に重要な成果である。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
弦理論は重力を含む量子論を記述し得ると期待されているが、今なお完全な定式化は知られて
いない。特に弦理論を摂動論の枠組みを超えて、非摂動的に定式化することは重大な未解決問題
である。この問題に関して過去の研究において、ある種の量子力学模型が位相的弦理論の非摂動
的な性質を記述するのではないかという予想が立てられた。また別の研究においては、弦理論に
おける特別なカラビ・ヤウ多様体が、ある種の２次元電子系を記述することが明らかになった。
この事実は、とかく数学的であると思われがちの弦理論の研究において、実験で実現しうる現実
的な物理系への応用を新たに提示した。 
 
 
２．研究の目的 
本研究の目的は、弦理論に現れるカラビ・ヤウ多様体の幾何学と量子可積分系および２次元電子
系におけるスペクトル理論との対応を理解することである。具体的には、 
①弦理論の視点から、スペクトル理論に関する新たな知見を得ること 
②スペクトル理論を利用し、弦理論の摂動論を超えた枠組みを探求すること 
の 2点を目標にする。 
 
 
３．研究の方法 
多くの量子力学模型において弦理論や超対称場の量子論との関係を見出すことを目指す。特に
量子可積分模型や２次元電子系と弦理論との対応の探索を念頭において研究を進める。その他
にも対応関係がありそうな固有値問題があれば先入観に囚われずに解析を進める。 
 
 
４．研究成果 
 
(1) 2 次元電子系 
2 次元格子上の電子模型としてよく知られている Hofsdater 模型について、そのスペクトルの解
析的構造を詳しく調べた。弱磁場ではエネルギーはランダウ準位を形成し、磁束に関して摂動的
に展開することができる。この摂動展開は発散級数であり、しかもボレル総和法の意味で総和不
可能である。その帰結としてスペクトルは磁束に関して非摂動的補正を受ける。これは量子力学
的には、ポテンシャルをすり抜けるインスタントン効果である。まず経路積分の観点からインス
タントン補正の具体形を導いた。驚くべきことにこの補正はトーリック・カラビ・ヤウ多様体上
の位相的弦理論の自由エネルギーと正確に一致することが確かめられた。位相的弦理論の自由
エネルギーは正則アノマリー方程式によって極めて系統的に計算できるので、この関係は実用
上有用である。 
 
また蜂の巣格子模型に対応するカラビ・ヤウ多様体を探索し、紆余曲折を経て対応物を同定した。
その結果、エネルギーバンド幅に対して、弱磁場極限下における解析的な結果を得ることに成功
した。 
 
(2) 量子可積分系 
楕円型 Ruijsenaars-Schneider 模型のスペクトル問題について取り組んだ。可積分系の文脈に
おいて、この模型のエネルギー固有値を決定する完全な量子化条件は知られていなかった。この
研究では 5 次元超対称ゲージ理論との関係に着目し、固有値を決める完全な方程式を予想する
ことに成功した。その結果ゲージ理論における電磁双対性（S双対性）の構造が量子化条件にお
いてもあらわに見えることがわかった。 
 
(3) ブラックホールの準固有振動モード 
ブラックホールの摂動論を考えると、2階の線形微分方程式が得られる。この固有方程式に適切
な境界条件を課すと、固有値として離散的な複素数のみ許される。このような複素固有値は準固
有振動数と呼ばれ、連星ブラックホールの合体の最終段階で重要な役割を果たす。観測との比較
のためにも準固有振動数の計算は重要な課題である。本年度の研究では量子力学の摂動論に基
づき、準固有振動数を効率よく計算するためのアルゴリズムを提唱した。摂動論は適用範囲が広
く、様々なシチュエーションに応用できるのが利点である。ここで提唱したアルゴリズムも幅広
いブラックホール時空に対して適用可能なので今後様々な応用が期待できる。 
 
さらに回転するブラックホールにおける準固有振動モードの解析に取り組み、回転速度がスロ
ーなときの準固有振動数の半解析的結果を得た。Kerr ブラックホールの摂動論は Teukolsky 方



程式と呼ばれる 2 階線形微分方程式によって記述されるが、この方程式をスロー極限で調べる
ことは難しい。そこで Teukolsky 方程式と等価な Chandrasekhar-Detweiler 方程式及び Sasaki-
Nakamura 方程式に着目した。これらの方程式の利点は非回転極限で Schwarzschild ブラックホ
ール摂動を記述する Regge-Wheeler 方程式に帰着するためである。この事実を利用して Kerr ブ
ラックホールの角運動量を小さな摂動パラメータとみなすことで準固有振動数の摂動的結果を
得ることに成功した。その他、Teukolsky 方程式と N=2 超対称ゲージ理論との関係についても取
り組んだ。 
 
さらにこの対応を利用することで、対称性の構造が見えやすくなることを指摘した。興味深いこ
とに、ゲージ理論側であらわな対称性の構造がブラックホール側では全く非自明な構造となっ
ている。これを逆手に取ることで、ゲージ理論側の対称性を利用して、Teukolsky 方程式と同等
ではあるが、より解析の容易な微分方程式を発見することに成功した。 
 
また漸近平坦なブラックホールだけでなく、漸近 de Sitter ブラックホールについても準固有
振動モードの解析を行った。Kerr de Sitter ブラックホールの摂動を記述する Teukolsky 方程
式は 4つの確定特異点を持つ Heun の微分方程式と同等であり、その解は Heun 関数と呼ばれる。
Heun 関数を用いて Teukolsky 方程式の厳密解を構成した。ちょうど Mathematica 12.1 において
Heun 関数が導入されたため、そのベンチマークも兼ねて、得られた厳密解から Kerr de Sitter
ブラックホールの準固有振動数を数値的に計算し、これまでの結果を再現することを確認した。
この Mathematica のコードを使うと、これまでの方法より短時間かつ高精度で計算できる点が
メリットである。 
 
(4) 3 次元超対称ゲージ理論 
3 次元 N=4 ADHM 理論と呼ばれる超対称場の量子論の相関関数の研究を開始した。この理論に超
対称局所化と呼ばれる方法を適用することで、ある種の相関関数を行列積分の形で厳密に書き
下すことが出来る。この局所化公式を利用することで、ゲージ群のランクが大きくなる極限、い
わゆるラージ N極限での相関関数の振る舞いがどうなるのかを詳しく解析した。 
 
(5) まとめ 
当初は 2 次元電子系のスペクトルの非摂動補正などを主な研究対象としていたが、その後ブラ
ックホールの摂動論と超対称ゲージ理論との対応関係を発見したため、それを詳細に解析した。
その結果回転ブラックホールの準固有振動モードの固有値問題が 4 次元 N=2 超対称ゲージ理論
の Nekrasov 分配関数の特殊な極限を用いて解くことができることがわかった。ブラックホール
の準固有振動モードは連星ブラックホールの合体における最終段階で放出される重力波と関係
していることが期待されるため、この成果は超対称性を持つ場の量子論の現実的な応用例を示
しており、多くの研究者の興味を引きその後の多くの関連研究の元になった。 
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