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研究成果の概要（和文）：計算幾何学においてさまざまな問題に横断的に現れる重要な課題である同型性につい
て研究を行い、幾何図形の列挙において同型性を除去するためのアルゴリズムの設計とその応用を試みた。提案
アルゴリズムは BDD (二分決定グラフ) や ZDD (零抑制型BDD) に基づく列挙手法である。BDD/ZDD のトップダ
ウン構築法であるフロンティア法による列挙と組み合わせることで、列挙に要する時間を大幅に高速化し、メモ
リ使用量も大幅に削減できる。たとえば、d 次元超立方体の展開図の列挙の計算機実験では、フロンティア法の
みを用いた従来法に比べて 300倍以上の高速化と 3,000倍以上の省メモリ化を達成している。

研究成果の概要（英文）：We focused on the isomorphism, which appears in various problems of 
computational geometry. We developed isomorphism-elimination algorithms for enumerating geometric 
objects, and applied the methodology to various fields. The enumeration by our proposed algorithms 
are based on BDDs (Binary Decision Diagrams) and ZDDs (Zero-suppressed BDDs). By combining the 
algorithms with the enumeration algorithms with the frontier-method, which is the framework for 
constructing BDDs/ZDDs in the top-down manner, the enumeration achieves extremely fast speed and 
extremely small memory consumption. For example, experimental results show that the proposed method 
is more than 300 times faster and 3,000 times less memory than the conventional algorithm with only 
the frontier-method.

研究分野： 計算幾何学
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  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究課題で取り組んだ同型性の除去は、計算幾何学においてさまざまな問題に横断的に現れる重要な課題であ
る。たとえば、研究代表者がこれまでに幾何図形列挙の応用として取り組んだ、選挙区の区割り問題や、避難所
の割当て問題、高分子化合物のトポロジーの列挙などに現れている。こうした諸問題に対し、個別の問題に応じ
て「何をもって同型とするか」の定義を確認する必要がある。一方で、その先の同型性の除去については、個別
に対応を考えるのではなく、それらに共通して必要となる要素を抽出し、同型性をうまく扱うためのアルゴリズ
ム設計の基盤を構築できたことに学術的かつ社会的意義がある。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 

 

情報化社会の大規模化と多様化に伴い、その基礎を支えるアルゴリズムの設計と性能解析に
おいても、従来からの主眼である「正確な計算を限られたメモリ量で速く」だけでなく、計算機
が必要とされる場面に応じた新たな価値観を求められている。列挙アルゴリズムは、ウェブの検
索エンジンに代表されるように、与えられた制約条件を満たす解をただ一つだけではなく、すべ
て求めるための技術である。たとえば、大規模データを取り扱う分野では、大量のデータから有
用な規則性やパターンといった知見を得るために、頻出アイテム集合(頻出集合) の列挙や、特
定の性質を持ったグラフの列挙などが必要とされている。こうして、列挙アルゴリズムは、重要
なパラダイムとして認識されてきている。 

 これまで申請者が主たる研究対象としてきた幾何図形の列挙において、計算幾何学に関する
さまざまな問題で共通の課題として浮かび上がってきたのが、同型性の除去である。たとえば、
多面体の展開図の列挙問題や、選挙区の区割り問題、避難所の割当て問題、高分子化合物のトポ
ロジーの列挙問題などの応用において、同型性の除去は分野横断的に現れ、重要な課題となって
いる。 

たとえば、立方体には a から ℓ の 12 本の辺があり、その辺がもとの立方体のすべての頂点
を結ぶ全域木を構成することで展開図を得るために切るべき辺が得られる。ここで、展開図を与
えるある辺集合 (たとえば辺集合 {a, b, c, f, i, j, k}) をもとに、もとの立方体を 90 度だけ回転さ
せた辺集合 (たとえば辺集合 {b, c, d, g, j, k, ℓ}) を切り開くと、切り開く位置は異なるものの同
型な展開図が得られることになる。ここで、どの辺を切り開くかを区別するために各辺に a ～ 

ℓ のラベルを付けているため、先の２つの例は展開図の形としては同型であるが、切り開く辺の
ラベルが異なる。立方体では、ラベル付き展開図の個数 (つまり、辺のラベルを区別して数えた
展開図の個数) が 384 種類あり、非同型な展開図の個数 (つまり、ラベルは無視して本質的に異
なる展開図の個数) は 11 種類ある。 

非同型な展開図を列挙する際には、展開図と展開図が同型か非同型かを判定する必要がある
が、グラフ同型性判定問題は計算量理論の分野における中心的な問題の一つであり、NP 完全に
属するかどうかも未解決な問題である。 

 

２．研究の目的 

 

本研究課題の目的は、上記の状況を鑑み、幾何図形の列挙に関する様々な問題に対し、問題ご
との「同型」の定義に応じて、ラベル付きの列挙結果から同型なものを除去するアルゴリズムを
設計する手法の確立にある。 

たとえば、上記の背景で述べた多面体の展開図について、グラフ同型性判定問題は未解決問題
ではあるが、展開図を列挙するアルゴリズムにおいては、同型性の除去が求められる。立方体の
展開図の場合には、頂点や辺の個数が小さい定数であり、また、ラベル付き展開図も 384 種類
と少ないため、判定は容易であるが、多面体が複雑になるにつれて計算困難性の壁が立ちはだか
る。ラベル付き展開図の個数は、正十二面体や正二十面体で 5,184,000 (約 500 万) 通りある。
サッカーボール形状の切頂二十面体では 375,291,866,372,898,816,000 (約 3.7 垓) 通りあり、
切頂二十・十二面体で 21,789,262,703,685,125,511,464,767,107,171,876,864,000 (約 2.1 正) 通
りと膨大であり、同型な展開図を除去して本質的に異なる展開図を取り出すのは困難な課題と
なっている。 

 また、多面体の展開図となるための必要十分条件は、切る辺が多面体のすべての頂点を結ぶ全
域木を構成することであるが、多面体を単純に頂点と辺からなる無向グラフとみなすことはで
きない。無向グラフとしては同型な全域木であるが、そこから得られる展開図は異なる場合があ
るためである。多面体の展開図の同型性を扱うためには、各頂点に対して周囲の辺がどのような
順番で入ってきているかが重要であり、２つの展開図が同型であることは、もとの多面体に対す
る回転や鏡映による置換に対して全域木が同型であることと同じである。つまり、グラフ的な問
題に幾何的条件を付加して考えることが重要となる。 

このように、個別の問題に応じて「何をもって同型とするか」の定義を確認し、それぞれに応
じて同型なものを除去する必要がある。一方で、その先の同型性の除去については、個別に対応
を考えるのではなく、それらに共通して必要となる要素を抽出し、同型性をうまく扱うためのア
ルゴリズム設計の基盤を構築することに意義がある。 

 

３．研究の方法 

 
 本研究課題では、幾何図形を扱うさまざまな列挙問題において、グラフの部分構造を列挙する
問題として研究対象をモデル化し、さらに、列挙した部分構造の間に同型性を定義することで、 



 

 

 
同型なものを排して非同型な(つまり本質的に異なる)ものを列挙するアルゴリズム設計技法を
アプローチとして採用する。 
このために、まず、個別の問題に応じて「何をもって同型とするか」の定義を確認し、問題の

モデル化を行う。その先の同型性の除去については、個別に対応を考えるのではなく、それらに
共通して必要となる要素を抽出し、同型性をうまく扱うためのアルゴリズム設計へと進む。ここ
では、部分構造を列挙してから同型なものを除去するアプローチではなく、列挙途中で随時に同
型性の判定を並行して行う。詳しく述べると、それまでに探索した部分的な情報から現在の探索
が同型性の同値類の代表元となるための条件を随時判定し、以降の探索ではどのような入力が
現れても代表元となりえないことが確定した段階で枝刈りを行う。このアプローチにより、非同
型なもの (本質的に異なるもの) のみを直接的に列挙する。 
 
４．研究成果 
 
 多面体の展開図の列挙に関する研究では、先に述べたように、与えられた多面体の１－スケル
トン（多面体の頂点と辺からなるグラフ）の全域木を求めることが必要十分条件であるが、同型
な展開図は、１－スケルトンのグラフ上での全域木の同型性により単純に定義されるものでは
ない。もとの多面体の上での頂点に対して周囲の辺がどのような順番で入ってきているかが重
要であり、２つの展開図が同型であることは、もとの多面体に対する回転や鏡映による置換に対
して全域木が同型であることと同じである。これを扱うために、もとの多面体に対する回転や鏡
映それぞれに対し、１－スケルトンのどの辺ラベルがどの辺ラベルに移されるかを表す置換を
求める。さらに、これらの置換により移される全域木を同型と定義し、その同値類を定める。ま
た、こうして定めた同値類の中で辞書順が最大の全域木を、同値類の代表元と定める。 
 たとえば、立方体では、回転や鏡映を表す置換は恒等置換を含めて 48 通りあり、ラベル付き
全域木は 384 個ある。それぞれの全域木についてすべての置換を調べることで同値類と代表元
が定められ、11 個の非同型な（本質的に異なる）展開図を得ることができる。同様に、７次元
の超立方体では、回転や鏡映を表す置換は 645,120 通りあり、ラベル付き全域木が
19,271,206,305,792（約 19 兆）個ある。それぞれの全域木についてすべての置換を調べるには、
約 1,200 京通りの可能性をすべて調べることになる。 

 そこで、この問題のみならず、同型性が定義されその代表元を取り出す必要のある列挙問題に
広く対応するため、以下のアプローチをとった。まず、与えられた１つの置換πに対して、入力
ｘ ∊ {0 ,1}n が π(x) よりも辞書順で大きくなるかを判定する問題に対し、その判定を行うオ
ートマトンを設計し、フロンティア法の枠組みにより ZDD をトップダウンに構築するアルゴリ
ズムの設計に変換する。与えられた置換すべてにより定義される同値類の代表元は、その置換そ
れぞれに上記の ZDD 構築アルゴリズムを動かし、すべての ZDD に共通して現れる。このため、
解きたい一般の列挙問題に対しては、その同型性を定義するすべての置換を求めることができ
れば、後は、ラベル付きのグラフにおける列挙アルゴリズムにより構築される ZDD と、上記の
手法により構築される ZDD とに共通して現れる元を求めるだけでよい。 

 d 次立方体の展開図の列挙問題において、提案手法を従来法と比較した結果は、以下の通りで
ある。ここで、従来法は、ラベル付きグラフにおいて全域木をフロンティア法により求めてから、
展開図ごとに、すべての写像により定義される同値類の中で辞書順最大の代表元となっている
かを調べるものである。従来法は、全域木を求めるステップについてはフロンティア法のため高
速に実行できるが、その後の同型性の除去のステップで膨大の時間を要している。たとえば、d 

= 5 の場合には、3,840 通りの置換と 32,768,000 個の全域木のなす約 1,258 億通りの可能性に
対し、従来法では 1,167 秒の計算時間を要したが、提案手法は 4 秒で実行することができ、300

倍以上の高速化を達成している。また、メモリ使用量については、従来法では 36 GB を要した
が、提案手法では 10 MB ですみ、3,000 倍以上の省メモリ化を達成している。 

 また、d = 7 の場合には、従来法では計算時間の観点からもメモリ使用量の観点からも列挙す
ることができなかった。一方、提案手法では、645,120 通りの置換と 19,271,206,305,792（約 19

兆）個のラベル付き全域木のなす約 1,200 京通りの可能性を、7 GB のメモリを使用して 139,261

秒（約 38 時間）で調べることができ、33,064,966 個（約 3,300 万個）の非同型な展開図を得る
ことができる。 

 多面体の展開図の列挙問題は、少し一般化すると、多面体の一般展開図（多面体の辺だけでな
く面を切り開くことも許した一般的な展開図）の列挙へとつながる。たとえば、直方体の表面を
単位正方形の敷き詰めとみなすと、直方体の展開図に対応する切る辺の集合は、制約付きの全域
木とみなすことができる。ここで、直方体の回転や鏡映を表す置換を求めることで、上記の手法
により、同型性を除去して本質的に異なる一般展開図のみを求めることができる。 

また、提案手法は、同型性を置換により記述することで ZDD をトップダウン構築することが
できる一般性を持ったものであるため、適用範囲は多面体の展開図の列挙問題に限らない。たと
えば、スポーツのスケジューリングでの総当たり戦におけるホーム・アウェイのテーブルの列挙
や、原子の格子状配置の列挙、正 2n 角形への菱形のタイリング（敷き詰め）の列挙などを行う
ことができる。 
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