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研究成果の概要（和文）：挿入・削除誤りに対するリスト復号による誤り訂正可能性に着目し，通常のシンボル
誤りに対して知られている Johnson 限界を Levenshtein 距離に一般化した限界式を導出することに成功した．
この限界式より，リスト復号では削除より挿入に対する訂正能力が高いことが明らかになった．また，導出した
リスト復号を効率的に行う符号を連接符号をもとに構成した．さらに，リスト復号可能性として導出した限界式
をもとに，確率的な議論により，挿入・削除誤り訂正能力と符号化率のトレードオフに関する符号の存在不可能
性の限界式を導出した．この限界式は，2元符号に対して既存のものより優れている．

研究成果の概要（英文）：Focusing on error correctability of list decoding for insertions and 
deletions, we derived a bound generalizing the Johnson bound for ordinary symbol errors to the 
Levenshtein distance. The bound implies that the correctability for insertions is superior to 
deletions in list decoding. Also, we construct a code to achieve the correctability of this bound 
based on concatenated codes. In addition, based on the bound for list decodability, we derived a 
bound representing the trade-off between insertion/deletion correctability and coding rate by a 
probabilistic argument. This bound is superior to the existing ones for binary codes.

研究分野： 符号理論

キーワード： 誤り訂正符号　挿入・削除訂正　リスト復号　連接符号

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
挿入・削除と呼ばれる誤りを訂正するための技術は，DNAストレージにおける誤り訂正に利用できる．本研究
は，そのための基礎理論に関する研究である．リスト復号は，複数の候補を出力することを許す復号法であり，
候補を一つだけ出力する一意復号の要件を弱めることで，多くの誤りを訂正できることが期待される．本研究で
は，挿入・削除誤りに対してリスト復号で訂正可能な誤りの数に関する限界式を導出し，さらにその誤りを効率
的に訂正可能な符号方式の提案も行った．リスト復号可能な符号は，一意復号可能な符号を構成するための要素
技術として利用されることも多く，挿入・削除誤りを訂正する優れた符号の構成の可能性を広げている．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
 
誤り訂正符号で通常考える誤りは，送信符号語の各シンボルが異なるシンボルに変わるよう

なものである．一方で，挿入・削除と呼ばれる誤りは，シンボルが挿入または削除されるため，
一般には送信符号語と長さの異なる系列を受信する．通常のシンボル誤りは挿入・削除誤りの特
殊な場合とみなすこともできるため，挿入・削除を訂正可能な符号に関する研究は，これまでの
誤り訂正符号の理論の一般化を目指すことになる． 
挿入・削除の訂正に関しては Levenshtein が 1960 年代から研究を行っていたが，通常のシ

ンボル誤り訂正とは異なる原理が必要であり，また，問題自体が難しく大きな進展がないままで
あった．実際，１つの削除を訂正可能な符号は 1965 年に Levenshtein によって示されていた
が，２つ以上の削除を訂正可能な符号は 2002 年の Helberg の構成法まで知られていなかった．
また，この Helberg 符号が複数削除を訂正できるという数学的証明は，2012 年に初めて与え
られている．挿入・削除訂正に関する研究の進展は遅かったが，DNA ストレージシステムにお
ける読み込みで発生する誤りとしても認識され，注目を集め始めている．  
 その一方で，対処の難しい誤りであり，重要な未解決問題が数多く存在する．例えば，与えら
れた符号化率（符号語数が十分に大きく有用）の範囲で，どのくらい多くの挿入・削除を訂正す
ることができるかという問いに答えることはできていない．その他，反転誤り訂正において重要
な符号クラスが，挿入・削除に対しても有用であるか否かも明らかでない． 
 
２．研究の目的 
 
 本研究では，挿入や削除を訂正する符号の訂正能力の限界を明らかにすることを目的とする．
特に，誤り訂正符号の性能に関するもっとも基本的なトレードオフ関係である符号化率と誤り
訂正能力の関係について，符号の存在する範囲と存在しない範囲の差を縮めることを目指す． 
 挿入や削除の訂正は難しい問題であるという認識がある一方，訂正能力については反転誤り
よりも高い訂正能力を実現できる可能性が存在する．挿入・削除の訂正に関する理論を進展させ，
訂正可能性がどこまで広がるのかを明らかにしたい．また，受信語から復号の候補を一つだけ出
力する一意復号では，挿入と削除の対称性が知られている．ある符号が t 削除を訂正可能であ
れば，その符号は t 挿入も訂正でき，挿入と削除が合計 t 以下の誤りも訂正できる．このよう
な訂正能力に関する挿入と削除の対称性が一般的に成り立つか否かも明らかにしたい． 
 
３．研究の方法 
 
 挿入・削除訂正能力の限界を明らかにするため，リスト復号と呼ばれる概念に着目する．リス
ト復号では，復号の候補を一つだけ出力するのではなく，複数個出力することが許される．複数
ある候補の中に送信語が含まれていれば復号に成功したとみなす．このように緩和した復号を
考えることで訂正可能な誤りの数を大きくできることを期待する．また，リスト復号による訂正
能力の解明が一意復号に関する知見を与える場合もあり，挿入・削除に対する訂正能力を解明す
るための有力な手段である． 
 
４．研究成果 
 
 シンボル誤りに対してリスト復号可能性を保証する限界式として Johnson 限界が知られてい
る．符号の符号長と最小ハミング距離から，リスト復号が可能な訂正半径を導出するものである．
この Johnson 限界を Levenshtein 距離に拡張した限界式を導出することができた（文献①）．こ
の結果，符号長 nの 2元符号に対し，0.707n 個のビット挿入が発生したとしても（多項式サイ
ズの）リスト復号が可能であることが明らかとなった．また，リスト復号においては，挿入と削
除の対称性が成り立たないことも明らかとなった．具体的に，削除については符号長が nであれ
ば n 削除に対処することは不可能であるが，挿入に対しては n 以上の挿入が発生しても訂正で
きる可能性がある．本研究で導出した Levenshtein 距離に対する Johnson 限界を用いることで，
任意の非負実数αとβに対し（βは 1 未満），アルファベットサイズを十分大きく取れば，αn挿
入とβn削除をリスト復号可能な符号が存在することがわかる．つまり，アルファベットサイズ
の増大を認めると，どのような数の挿入に対してもリスト復号が可能であり，挿入と削除に対す
る訂正可能性は非対称である． 
 上記で示した Levenshtein 距離版 Johnson 限界に対し，そのリスト復号を効率的に行うアル
ゴリズムを連接符号にもとづいて構成した（文献①）．連接符号の内符号は限界式により存在性
が示された符号を用い，外符号には Reed-Solomon 符号を利用する．復号を効率的に行うため，
内符号は全数探索的なリスト復号が効率的に実行できるような符号長のものを用い，内符号の
復号で復元した各シンボル候補に対し，Reed-Solomon 符号に対するリスト復元アルゴリズムを



用いることで連接符号の復号候補を出力する．Sudan のアルゴリズムにより効率的に実行可能で
ある． 
 上記は挿入・削除に対してリスト復号可能な符号の構成であるが，誤りの発生しない補助通信
路を少しだけ利用できる設定において，リスト復号可能な符号の訂正能力を一意復号として実
現できることも明らかにした．補助通信路においてハッシュ値を送付することでリスト復号の
候補から正しい候補を見つけるという方法である．さらに，暗号学的なハッシュ関数をランダム
オラクルとしてモデル化することで，補助通信路を用いずに一意復号を達成することも可能で
あることを示した． 
 Levenshtein 距離版 Johnson 限界の応用として，Hamming 距離に対する Plotkin 限界に対応す
る限界式を導出した．任意の符号に対し，その符号の最小 Levenshtein 距離が一定以上の大きさ
をもつとき，その符号のサイズが小さいことを主張するものである．この限界式は，Hamming 距
離に対する Plotkin 限界を特殊な場合として含んでいる． 
 さらに，Levenshtein 距離版 Johnson 限界に対し，確率的な議論を行うことで，挿入・削除を
訂正可能な符号サイズに対し一般的な上界を与えることができた（文献②）．この限界式は，
Hamming 距離に対する Elias 限界と同様の議論を，Levenshtein 距離に対して適用したものをみ
なすこともできる．挿入・削除の場合は，リスト復号可能な挿入と削除の数が非対称な関係にあ
り，符号サイズの上界を与えるための Johnson 限界を適用するための挿入・削除数に自由度があ
る．より良い符号サイズ上界のため，挿入だけに限定した Levenshtein 距離版 Johnson 限界を適
用することで，優れた上界式を与えることができた． 
 導出した限界式を既存のものと比較したのが図１である．既存限界式として，Hamming 距離に
対する符号サイズ上界が適用できることから，Elias 限界ならびに MRRW 限界が存在する．また，
既存論文で明示的に示されていなかったが，比較的単純な球充填の議論により導出したのが
Corollary 1 である．それらと比較し，本研究の主結果である Corollary 2 はいずれの挿入・削
除訂正割合δについても，符号化率 Rの上界として優れたものであることがわかる． 
一方，符号化率 R の下界としては Levnshtein が 2002 年に示したものが漸近的に最良であり，

符号化率がほぼ 0に近い正の範囲で，Bukh, Guruswami, Håstad (BGH17)が存在性を示した範囲
がある．符号の存在性を示す下界の議論では，Levenshtein の 2002 年の符号サイズ下界式を改
良した限界式を導出することに成功した．各削除球には互いに Levenshtein 距離の小さな文字
列を複数含むという事実を利用することで下界を改善した．具体的なパラメータに対し下界の
改善を示せたが，漸近的には Levenshtein の限界式と同等であり，図１に関しては改善を示すこ
とはできなかった．  

 
図１：δ割合の挿入・削除を訂正可能な符号化率 Rの２元符号の存在範囲 
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