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研究成果の概要（和文）：プログラミング言語実装モデルの幾何的な側面に着目し、低レベル・超低レベルの実
装モデルに対応できる幾何的なプログラム意味論の構築を目指した。特に、変数の扱いに低レベルの幾何的な実
装の情報を伴うブレイド付きラムダ計算の理論を構築し、その基礎となるコンビネータ代数と閉オペラッドの一
般論を、コンビネータ代数から閉オペラッドを構成する手法を中心に展開した。同時に、これらの研究の圏論的
な基盤となるトレース付きモノイダル圏について、ホップモナドによるトレース構造の持ち上げを中心に、新し
いモデルの構成方法を調べた。

研究成果の概要（英文）：This study aimed at developing novel semantics of low-level implementations 
of programming languages via geometric and topological approaches. In particular, we introduced a 
braided lambda calculus in which permutations of variables are realized by braids carrying 
information on the low-level geometric implementation. We established the fundamental correspondence
 between the braided combinatory algebras and braided closed operads, and more generally the 
correspondence between planar combinatory algebras and planar closed operads, where the construction
 of operads from combinatory algebras plays the central role. We also investigated new constructions
 of traced monoidal categories, which give a categorical foundation of our approach, by studying 
Hopf monads which lift the trace.   

研究分野：理論計算機科学

キーワード： プログラミング言語　意味論　圏論　量子トポロジー　テンソル圏　ラムダ計算

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究はプログラミング言語の理論の基礎付けに関するものであり、圏論や幾何学の新しい知見や技法をプログ
ラム意味論に取り入れること、および必要となる圏論の整備の両方を目指したものである。本研究によりプログ
ラミング言語設計やプログラム検証に用いることのできる数学的手法が拡充され、短期的には、このような幾何
的アプローチに基づく理論研究の活性化・深化、また、長期的には、今後のソフトウェア開発・検証技術の発展
に寄与することが期待される。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 

１．研究開始当初の背景 

（１）プログラミング言語の実装と圏論を用いたプログラム意味論 

従来のプログラム意味論では、その関心の中心は、高水準プログラミング言語で記述されるよ

うなプログラムの挙動の分析にあり、具体的な実装方法等の低水準の問題について議論するこ

とは中心的な課題とはみなされていない。これは、プログラムの意味は、プログラムの表す高

水準の構造によって定まるべきであり、低水準の実装の詳細に左右されるべきではないとい

う、プログラミング言語設計の大前提からみれば自然なことである。しかし、現実には、多く

の高水準プログラミング言語が、抽象機械や中間コードへのコンパイル等、ある程度抽象化さ

れた低水準実装モデルを前提に設計されているため、高水準プログラミング言語のエンドユー

ザ（プログラマ）にとっても、実装モデルの適切な理解を持つことがしばしば要求される。古

典的なプログラム意味論は、このような実装モデルを設計・分析するための有効な道具を提供

できていない。 

例えば、Haskellに代表される関数型プログラミング言語の意味論は、おおむね、名前呼びラ

ムダ計算とその意味論に基づいているが、実際の言語実装を見ると、非効率な名前呼びラムダ

計算の意味論は用いられず、STG機械等で実現された、計算資源を共有し計算結果を再利用する

必要呼び評価方式を採用している。このような必要呼びを用いた実装を定式化し分析するため

の意味論は、既に1990年代からその重要性が認識され先駆的な研究もなされている。けれど

も、それらはほとんどが操作的・構文的なものであり、構文論に依存しない表示的意味論は現

在も確立されていない。この問題に限らず、プログラミング言語実装の意味論の構築は、多く

の研究者の努力にも関わらず、いまだに理論的にも実用的にも満足できるレベルには達してお

らず、現在のプログラム意味論における重要な課題の一つである。 

一方、圏論を用いたプログラム意味論は、抽象機械・中間言語など適度に抽象化された言語

実装モデルと相性が良い。これは古くは圏論的抽象機械の研究、より最近ではゲーム意味論や

相互作用の幾何などの研究に見られることである。研究代表者自身も、これまでに、プログラ

ミング言語における計算資源の共有、相互作用、および再帰や継続などの制御構造の分析を行

うためのプログラム意味論を、圏論、特にテンソル圏（モノイダル圏）を用いて構築し、プロ

グラミング言語の型システムや等式理論の分析を行ってきたが、その多くは実装モデルと圏論

的意味論の親和性に着目したものである（文献○1 ）。 

（２）プログラム意味論と量子トポロジー・代数トポロジー 

テンソル圏等の圏論の枠組みは、もともと、純粋数学の代数学及び幾何学・トポロジーと密接

に関連して発展してきた。2010年頃、代表者は、テンソル圏の枠組みを用いて、プログラム意

味論と量子トポロジーの橋渡しとなるモデルを構築することに成功した（文献○3 ○4 ）。具体的

には、量子群の構成法のひとつである量子二重化を用いて、プログラム意味論で用いられてい

る圏から、交差の順序を区別でき、かつ計算資源の共有や再帰プログラムの解釈もできるリボ

ン圏を実際に構成した。この成果は、ロバストな量子計算の実現方式として盛んに研究されて

いる位相的量子計算にも関係しており、提案者は、長期的に、位相的量子計算に対応するプロ

グラム意味論（プログラム意味論の量子化）を構想し研究している。このアプローチもまた、

位相的量子場の理論に基づく、２次元系における準粒子の挙動として定式化された、極端に低

水準の言語実装モデルの意味論の研究と位置づけることができる。一見すると、これは、先に

述べたプログラミング言語の実装の意味論とはかけ離れた話題に思われるが、上で述べた実例

は、もともと必要呼び実装モデルで用いられる巡回共有データ構造のために代表者の学位論文

（文献○1 ）で構築した意味論を量子化したものであり、これらふたつの研究の流れは、共通の

出発点から生じた兄弟関係にあるものである。技術的にも、共通する圏論的構造（テンソル

圏、特にトレース付きモノイダル圏）を用いており、極めて親和性が高い。 

さらに俯瞰的・長期的な視点に立つと、クライン以来の「種々の変換に対して不変な図形の



性質」を研究する幾何学と、「計算の実行過程において不変なプログラムの性質」を研究する

プログラム意味論には、概念的な類似が多く見られる。ここに述べた背景は、それらの類似に

理論的実体をもたらす大きな研究の流れの一部である。 

 

２．研究の目的 

本研究では、テンソル圏・高次元圏の理論に基づき、量子トポロジー、代数トポロジーをはじ

めとする現代幾何学・トポロジーの概念を用いた、プログラム意味論の新しい大きな枠組みを

目指す（プログラム意味論の幾何化）。そのための基礎理論の整備、およびプログラミング言

語の実装レベルを対象とした意味論を与え、プログラム意味論の幾何化の有用性を明らかにす

る。 

上述したように、プログラミング言語の実装・処理系を正確に捉え分析するための意味論

は、すでに1990年代よりその重要性が認識されており、操作的な（構文的な）意味論について

はある程度整備がなされている（ただし初期の研究は正確さが疑われるものも含まれており、

その基礎づけの見直しが研究代表者も含めた研究者らによって行われている（文献○2 ））。し

かし、有用な分析を行えるような適度に抽象化された（表示的な）意味論が研究されるように

なったのは、必要となる圏論的な枠組みが整備された2000年代に入ってからである。 

一方、プログラム意味論と量子トポロジーの関係は、上に述べたように、代表者が独自に発

見し、研究を進めてきたものである。量子トポロジーはトポロジー・表現論・数理物理など広

範な分野の膨大な研究から成り立っているが、その成果をプログラム意味論に応用する可能性

を具体的に指摘したのは、代表者の研究がはじめてである。さらに、これらのふたつの研究方

向をプログラミング言語実装の意味論として包括的に捉えるアプローチは、他に類を見ないも

のである。 

また、実装レベルの意味論を幾何化することは、従来の高水準プログラミング言語の意味論

を幾何化するよりも、技術的困難が少なく、明快な結果を得やすいと考えられる。高水準言語

の複雑な制御構造・データ構造は、現時点では幾何的なアプローチで適切に扱うことが困難で

あると予想されるからである。したがって、言語実装レベルの意味論に着目して幾何化するこ

とには、少なくとも現状では技術的な必然性がある。 

 

３．研究の方法 

（１）プログラム意味論の非可換化（非対称化）の可能性 

プログラム意味論で用いるテンソル圏は、そのほとんどが対称的、すなわちデータの並び替え

に対応する射が存在するものである。量子化においては、対称性は仮定できず、かわりにブレ

イド、すなわち交差する順序を考慮した並び替え操作に精密化される。ゆえに、量子化のため

には、プログラム意味論を、対称性によらないかたちで展開する必要がある。以前の研究で、

線型型理論における様相型「!」のモデル（線型冪余モナド）については、対称性を仮定しない

定式化が可能であることを示した（文献○5 ）。一方、トレースと（線形論理のモデルである）

対称*-自律圏に関する以前の成果を非対称な場合に拡張できるかどうかはわかっていない（ご

く特殊な場合には肯定的な結果を得ている）。このような、非可換化（非対称化）の可能性に

ついて取り組む。 

（２）トレース付きモノイダル圏の基礎理論 

トレース付きモノイダル圏の基礎理論の整備を進める。与えられたモノイダル圏があるトレー

ス付きモノイダル圏に埋め込めるかどうかは、応用上重要な未解決問題である。この問題に、

自由生成されたトレース付きモノイダル圏に着目し取り組んだ。また、適切な双対性を満たす

テンソル圏がトレースを持つことはよく知られていたが、最近になり、ずっと弱い双対性から

も同様にトレースを得られることがわかってきた。このアプローチから新しい量子化や実装モ

デルが得られる可能性を調べた。さらに、双対性を持ち上げるホップモナドがトレースを持ち

上げるかどうかを調べることにより、新しいモデルを構成するための一般論を研究する。 



（３）相互作用の幾何との比較・融合 

本研究に近いアプローチである相互作用の幾何との比較・融合に取り組む。 

 

４．研究成果 

（１）プログラム実装の意味論および位相量子計算の意味論の両方の基礎となる、トレース演算

子を持つモノイダル圏（テンソル圏）の基礎理論の研究を行った。特に、トレース付きモノイダ

ル圏からコンパクト閉圏への埋め込みを与える Int 構成について、その埋め込み関手と別の関

手の合成が右随伴を持つための必要十分条件を発見した。この結果を、トレース付きテンソル圏

を用いた巡回共有構造を持つラムダ計算のモデルに適用することにより、古典線形論理のモデ

ルを構成することができる。さらに、このモデル構成から、古典線型論理に対応する線形ラムダ

計算から巡回ラムダ計算への、相互作用の幾何に類似した健全な翻訳が導かれる．この翻訳を定

式化し、その非線型な部分の翻訳が、関数型プログラミング言語の実装に用いられる継続渡し方

式（CPS）変換に一致することを示した。この成果を論文にまとめ、査読付き国際研究集会およ

びその論文集で発表した（文献○7 ）。 

（２）プログラム意味論の量子化の技術的基礎となる非可換（非対称）なモノイダル圏およびそ

れに基づく意味論の研究を行った。具体的には、古典線型論理の圏論的モデルとなる*-自律圏に

関して、*-自律圏の構造がモナドの代数の圏に持ち上げられるための必要十分を、位相的量子場

の理論・量子トポロジーと深く関連するホップモナドの概念を用いて与えた。この成果を論文に

まとめ、査読付き国際学術誌に投稿し掲載された（文献○6 ）。 

（３）トレース付きモノイダル圏の構造を持ち上げるモナドの特徴づけについて、ホップモナド

の概念を手掛かりに研究を進めた。ホップモナドがトレース付きテンソル圏の構造を持ち上げ

る必要十分条件を特定した。また、ホップモナドではないがトレースを持ち上げるようなモナド

の具体例や、トレースを持ち上げないホップモナドの実例の構築に成功した。また、冪等なモナ

ドがトレース構造を持ち上げる必要十分条件等を見出した。これらの成果を論文にまとめた（投

稿中）。 

（４）プログラム実装の意味論および位相量子計算の意味論の両方に共通する基礎となる、ブレ

イド（組み紐）を持つラムダ計算の構文論と意味論を研究した。ブレイドはデータの順序の入れ

替えの３次元空間における実装を表現しているとみなせる。ブレイドを持つ計算系・証明体系の

研究は先例があるが、ラムダ計算としての定式化はこれがはじめてである。たとえば、関数の引

数を入れ替える演算は、ブレイド付きラムダ計算では以下のような複数の実装を持つ。 

ブレイド付きラムダ計算に対応するコンビネータ代数もあわせて導入し、関数合成をあらわす B、

恒等関数をあらわす Iと上で述べた C+、C-の４つのコンビネータを組み合わせることで、ブレイ

ド付きラムダ計算のすべての項が生成できることを示した。このブレイド付きラムダ計算は型

を持たないため、その意味論を与えることは量子トポロジーや位相的量子場の理論で用いられ

る圏（たとえば量子群の有限次元表現の圏）では困難である。この問題を、以前の研究で構成し

た交差 G 集合と適切な二項関係のなすリボン圏を用いることで解決し、具体的なモデルの例を

与えた。これらの成果を国際研究集会で発表した。また、成果をまとめた論文を投稿し、査読を

経て出版した（文献○8 ）。 

（５）上述したブレイド付きラムダ計算に対応するコンビネータ代数の理論を、閉オペラッドの

枠組みを用いて展開した。これにより、未解決だったブレイド付きコンビネータ代数の公理化と、

ブレイド付きコンビネータ代数からブレイド付き閉オペラッドを普遍的に構成する手法を与え

ることができた。さらにそれを、平面コンビネータ代数から閉オペラッドを構築する一般論に拡



張した。以下に示すのは、ブレイド付きコンビネータ代数からブレイド付き閉オペラッドを構成

する過程から抽出された公理の例である。この公理は結び目グラフの基本的な変形（ライデマイ

スター変形）に対応しており、幾何的に自然に正当化することができる。 

 

 

これらの成果を論文にまとめ、査読付き国際会議で発表した（文献○9 ）。 
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