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研究成果の概要（和文）：グラフアルゴリズム設計手法の最重要技術の一つである木分解および木幅の利用を推
し進め，特殊木構造による固定パラメータ容易 (FPT) アルゴリズム高速化手法の研究を行った．主な成果の例
として，以下の問題に対する特殊木構造を用いた高速FPTアルゴリズムを設計した: 部分グラフ同型性判定問
題，安全集合問題，グラフ焼却問題，グランディ彩色問題，端点および長さの指定されたパス充填問題，消防士
問題，独立集合遷移問題．

研究成果の概要（英文）：The concept of treewidth is one of the most important techniques in graph 
algorithm design. Using special tree structures related to treewidth, we investigated parameterized 
complexity and designed fast fixed-parameter algorithms for several important problems such as 
Subgraph Isomorphism, Safe Set, Graph Burning, Grundy Coloring, (A, l)-Path Packing, Firefighting, 
and Independent Set Reconfiguration.

研究分野： グラフアルゴリズム

キーワード： FPTアルゴリズム　木構造　木幅

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
特殊木構造を用いて多くの重要問題のより詳細な計算量を知りたいというのがこの研究課題の動機であったが，
結果として種々の問題に対する成果を得ることができ，この手法の有用性を示すことができた．
従来の手法では木幅と呼ばれる一般性の高い概念を使って問題を解決することが多かったが，それが難しい場合
に対しても本課題で扱った特殊木構造を用いれば高速アルゴリズム設計が可能になる場合が分かった．これは，
効率的に解ける問題の範囲を広げより詳しくとらえるために重要なステップであり，今後もこの方向での研究を
進める必要がある．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
 
一般には計算理論的困難性を持つグラフ上の問題（例: クリーク問題などの NP 困難問題）に

対するグラフアルゴリズム設計において，グラフの持つ「木構造」を利用したアルゴリズム設計
は盛んに研究されており，グラフアルゴリズム理論において最も成功している分野の一つであ
る．とくに，木幅と呼ばれるグラフの特徴をいかした固定パラメータ容易アルゴリズムはその有
用性が広く確認されており，Courcelle の定理と呼ばれるアルゴリズム的メタ定理が知られてい
る．この定理はおおまかには「あるグラフの性質が単項二階論理で記述できるならば，その性質
の判定は木幅が小さいグラフに対して線形時間で行える」というものであり，非常に広い適用範
囲を持つことが示されている．その一方，漸近的計算量解析では見えづらい定数倍項が非常に大
きいという欠点も抱えており，具体的問題に対するより高速な（定数倍項が小さい）アルゴリズ
ムの設計も盛んに行われてきていた． 
 
 
２．研究の目的 
 
本研究の目的は，定数倍項が小さい高速アルゴリズム設計手法を提案することであった．上述

のとおり，既知の一般的手法には漸近的計算量解析（いわゆるビッグオー記法）では隠されてし
まう定数倍項が非常に大きいという欠点がある．これを一つ一つの問題に対して個別に解決す
るのではなく，なるべく一般的な手法での多くの問題に対する高速化実現を目指した． 
 
 
３．研究の方法 
 
本研究で中心となるのは「特殊木構造」と名付けた概念であり，これを用いて木幅および木分

解より詳細にグラフ構造をとらえることを目指す．例えば，Pseudoforest Deletion と呼ばれる
問題では，上述のアルゴリズム的メタ定理が適用できる問題であるが，より高速なアルゴリズム
を得るための研究が行われている．この問題に対して，Philip 等(MFCS 2015)は，問題の特徴を
いかした (7.5618 ∙ ( ))時間アルゴリズムを設計していた．これに対して，研究代表者ら(IPEC 
2016)は特殊木構造の一種といえる構造を用い， (3 ∙ )時間アルゴリズムの設計に成功してい
た．これをきっかけに，特殊木構造の有用性に注目し，本課題の着想に至っていた． 
 
 
４．研究成果 
 
本研究課題の成果として計 30 件以上の査読付論文を発表した．ここでは特に重要な成果数件

について述べる． 
 
(1) 頂点次数制限付き向き付け問題（国際会議 SWAT 2018, 学術誌 Algorithmica） 

  与えられた無向グラフに対し，各頂点に関する制約がついた辺向き付け可能性を判定する
問題を研究した．具体的には，辺向き付け後の各頂点の入次数が決められた数 以下になる
ようにできるかを問う問題である．これは，簡単な議論により上述の Pseudoforest Deletion
の一般化と見ることができる（ = 1の場合が Pseudoforest Deletion にあたる）．以前の研
究において，Pseudoforest Deletion に対して用いた特殊木構造を一般化し，効率的アルゴ
リズムを設計した．また，強指数時間仮定とよばれる仮定のもとで，与えたアルゴリズムの
計算量が改善できないことを示した． 
 

(2) 部分グラフ同型性判定問題（国際会議 CIAC 2019, 学術誌 Algorithmica） 
  二つのグラフが与えられたときに，片方がもう片方を部分グラフとして含むかという問題
である．この問題は多くの重要問題（ハミルトンサイクル問題やバンド幅問題など）を一般
化するものである．これまでの研究では片方のグラフが小さい場合がよく研究されており，
その仮定のもとで大きい方のグラフの木構造を利用したアルゴリズムなどが設計されてき
た．本研究では「片方のグラフが小さい」という仮定をはずし，同じくらいの大きさのグラ
フ同士の包含関係も調べられるアルゴリズムの設計を行った．この問題は一般には NP 完全
なので，ある禁止部分構造によって定義されるグラフクラスを扱った．結果として，禁止構
造の特徴によるほぼ完全な計算量二分法を得た．その際，もっとも重要なケースは，頂点イ
ンテグリティと呼ばれる特殊木構造で特徴付けできることが分かった．この発見は，研究代
表者による次の研究課題での中心的な概念となっている． 
 



(3) グランディ彩色問題と木構造（国際会議 ESA 2020） 
  グラフの頂点彩色問題は，隣り合う頂点が同じ色を持つことがないように各頂点の色を決
める問題であり，全体でなるべく少ない色数を使うことを目指すものである．これはグラフ
理論・グラフアルゴリズムの両分野での最重要研究トピックの一つである．グランディ彩色
問題は，ある意味でアルゴリズム的観点から定義された彩色問題であり，貪欲的に頂点の色
を決めていった場合どれくらい悪い彩色になり得るか，つまり，最大でどれくらいの色数を
使ってしまうかを求める問題である．このとき「貪欲的に色を決める」とは，適当に頂点を
選んで，その頂点に使える色のうち，一番小さい番号がついた色を使うということである． 
  この問題に対して，三つの結果を示した: (i) グランディ彩色問題は，パス幅をパラメー
タとして固定パラメータ容易である．(ii) グランディ彩色問題は，木幅をパラメータとし
て固定パラメータ困難である．(iii) グランディ彩色問題は，クリーク幅が 8以下のグラフ
に対しても NP困難である． 
  パス幅とは木幅の特殊化である．木幅はグラフがどれだけ木に近いかを示すのに対し，パ
ス幅はグラフがどれだけパスに近いかを示す指標である．一方，クリーク幅は木幅の一般化
であり，グラフをある方法で構成する場合にどれくらいの複雑さが発生するかを表す．上記
の三つの結果は，グランディ彩色問題がこれらのグラフ幅パラメータ階層と対応してその計
算量が変わるという興味深い結果を示している．特に，パス幅と木幅に関する結果は驚くべ
きものであったので，以下で詳しく述べる． 
  パスと木はともに閉路を含まない構造であるが，3方向以上からの合流を許すかどうかの
みが違っている．これはパス幅と木幅でも同じであり，もしパス幅に関するアルゴリズムが
あれば，あとは合流が処理できれば木幅に対するアルゴリズムも得ることになる．これが本
質的な難しさの違いとなり得るかは，グラフアルゴリズム理論分野での長年の未解決問題で
あった．本結果の共著者である Michael Lampis 氏が 2014 年に研究者向けフォーラムでこの
話題に関する質問をした際にはいくつかの関連した結果が示されたものの，明確な答えはな
かった（https://cstheory.stackexchange.com/questions/27590/）．上記結果の(i)と(ii)は
この問題を解決するものであり，特殊木構造の優位性を明確に示した初の結果といえる． 
 

(4) 木幅制限グラフに対する劣線形領域での辞書順深さ優先探索（国際会議 ICALP 2020） 
  深さ優先探索(Depth-First Search, DFS)とは，グラフの探索手法の一つで多くの基本的
グラフアルゴリズムのベースとなっている．辞書順深さ優先探索(Lexicographic DFS, 
LexDFS)は，さらにその探索順に制約を加えたもので，区間グラフの認識などより複雑なグ
ラフアルゴリズムに用いられている．LexDFS は空間計算量研究においても重要な問題で，そ
の計算量は P完全であることが分かっている．この問題は木幅が小さければ小さな空間計算
量をもつことが知られている．ここで，木幅が小さくはないがある程度の制限がある場合に
どんなことができるだろうか．一般に木幅は頂点数くらいまで大きくなり得る．そうはなら
ない場合，例えば頂点数 に対して木幅が ( )である場合に省スペースのアルゴリズムを
設計できるであろうか．この成果では，このような場合に対する劣線形領域の多項式時間
LexDFS アルゴリズムを与えた．上述のとおり，LexDFS は様々な場面で使われる重要なアル
ゴリズム的ツールであり，本結果も多くの応用を持つことが期待される． 
  もう一つの本成果の重要な点は木幅を活用するための木分解の構成方法も示した点であ
る．木幅が√ 以下の場合，それに対応する近似的木分解で幅が ( √ log )のものを劣線形
領域で計算できることを示した． 
 

(5) モジュラ幅を使った独立集合遷移問題（国際会議 WG 2019, 学術誌 Algorithmica） 
  独立集合とはグラフの頂点集合の部分集合で，互いに隣接していないものである．独立集
合遷移問題とは，グラフと二つの独立集合が与えられ，頂点の入れ替えを繰り返すことで独
立集合であることを崩さずに片方からもう片方へ移動できるかという問題である．この問題
と木構造の関係は以前から研究されており，例えばパス幅よりずっと限定された木構造を用
いても困難であることが分かっている(Wrochna, J. Comput. Syst. Sci., 2018)．このこと
から，この構造に対する木構造の利用は難しいものと考えられていた．この成果では，モジ
ュラ幅と呼ばれる木幅やパス幅とは比較不能な特殊木構造を用いて効率的なアルゴリズム
を設計することに成功した．モジュラ幅はクリーク幅の特殊化であり，グラフ構成に用いら
れる操作が限定されたものである．遷移問題に対するモジュラ幅の利用はこれ以前には行わ
れたことがなく，遷移問題の研究に対して新たな木構造利用アプローチの提案ができたとい
う点でも重要な結果である． 
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