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研究成果の概要（和文）：疎性と多様性を考慮したアンサンブル学習問題を考察し、その問題が不動点集合上の
確率的最適化問題として定式化できることを示した。その問題に対して、確率的不動点最適化アルゴリズムを提
案し、定数学習率、減少学習率、直線探索による学習率に対する収束解析を与えた。定数学習率においては、十
分小さな学習率を有するアルゴリズムが問題の解を近似することができる。減少学習率においては、問題の解に
収束するための条件を与えた。直線探索による学習率においては、アルゴリズムが問題の解に収束することを示
した。提案及び既存アンサンブル学習法との数値比較により、提案手法の高分類精度を示すことができた。

研究成果の概要（英文）：We consider a classifier ensemble problem with sparsity and diversity 
learning and show that the problem can be formulated as a stochastic optimization problem with fixed
 point constraint. For such a problem, we propose an algorithm referred to as the stochastic fixed 
point optimization algorithm and perform a convergence analysis for three types of learning rate: 
constant learning rate, decreasing learning rate, and a learning rate computed by line searches. In 
the case of a constant learning rate, the results indicate that a sufficiently small constant 
learning rate allows a solution to the problem to be approximated. In the case of a decreasing 
learning rate, conditions are shown under which the algorithm converges to a solution. For the third
 case, a variation of the proposed algorithm also achieves convergence to a solution. The high 
classification accuracies of the proposed algorithms are demonstrated through numerical comparisons 
with the conventional algorithm.

研究分野： 最適化
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  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
疎性や多様性を考慮したアンサンブル学習においては、大規模かつ複雑な確率的最適化問題を解く必要がある。
しなしながら、従来のアンサンブル学習法は、その問題の大幅な緩和やその問題の解へ収束する保証がない学習
アルゴリズムに基づいており、本来達成すべきアンサンブル学習法の性能を満たしていない。本研究での提案手
法は、その問題に直接適用できる不動点最適化アルゴリズムに基づくアンサンブル学習法であり、世界的に例の
ない新解法である。本研究の成果は、従来アンサンブル学習法の適用範囲に関する改善に多大な貢献ができるこ
とから応用数学的観点のみならず、工学的観点から見ても意義があると言える。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 アンサンブル学習法とは、複数の学習器を訓練し、それらを組み合わせて将来を予測すること
ができる最先端の学習法である。各学習器は、従来学習アルゴリズムを訓練用データから得られ
る最適化問題に適用することで生成される。しかしながら、ノイズに対する頑強なアンサンブル
構築のための疎性（sparsity）と安定した学習器のアンサンブル構築に必要とされる多様性
（diversity）を考慮したアンサンブル学習においては、従来学習アルゴリズムでは適用できな
い大規模かつ複雑な確率的最適化問題を解決する必要がある。 
 疎性や多様性を考慮したアンサンブル学習法は、様々な数理的アプローチ（例えば、半正定値
計画、多重目的ニューラルネットワーク、線形計画、二次計画等）により考案されてきたが、従
来のアンサンブル学習法は、上記の確率的最適化問題の大幅な緩和や確率的最適化問題の解へ
の収束が保証されない学習アルゴリズムに基づいており、本来達成すべきアンサンブル学習法
の性能を満たしていない。 
 以上のことから、本研究課題の核心をなす学術的問いは以下の通りである。 
（１） 大規模かつ複雑な確率的最適化問題を緩和せずに考察することが可能であるか。 
（２） 大規模かつ複雑な確率的最適化問題の解への収束が保証される学習アルゴリズムの開

発が可能であるか。 
 
２．研究の目的 
 本研究の目的は、上記の確率的最適化問題を解くことが可能な新学習アルゴリズム（上記（１），
（２）を解決できる新学習アルゴリズム）に基づく新アンサンブル学習法を開発することである。
そして、従来のアンサンブル学習では成し遂げられなかった疎性と多様性を考慮したアンサン
ブル学習法を確立し、従来のアンサンブル学習法と比べて分類精度が優れていることを実証す
ることである。 
 
３．研究の方法 
 本研究の方法は、以下の通りである。 
（１） 上記の確率的最適化問題を解くためのアルゴリズム「確率的不動点最適化アルゴリズム」

を提案する。このアルゴリズムは、研究代表者が提唱してきた不動点最適化アルゴリズ
ム（若手研究（B）[課題番号：21760062, 23760077]、基盤研究（C）[課題番号：15K04763]）
を発展させたアルゴリズムであり、確率的最適化問題にも適用可能である。また、その
アルゴリズムが、上記の確率的最適化問題の解へ収束することを数学的に証明する。加
えて、アルゴリズムの収束率解析も行う。 

（２） 機械学習に関する公開データを用いて提案及び従来アンサンブル学習法の性能を、分類
精度、実行時間の評価により比較をする。提案アンサンブル学習法が従来アンサンブル
学習法と比べて性能が向上していることをシミュレーション評価実験から実証する。 

 
４．研究成果 
【平成３０年度の研究成果】 
初年度では、大規模かつ複雑な確率的最適化問題の制約集合を、非拡大写像と呼ばれる非線形

写像の不動点集合として定式化した。よって、主問題の確率的最適化問題は非拡大写像の不動点
集合上の確率的最適化問題に帰着される。その問題を解決するには、まず初めに、制約集合の点
に収束するようなアルゴリズムを構築する必要があるが、不動点（制約集合の点）を見つけるた
めの手法として、不動点近似法が知られている。次に、目的関数を最小化するために、確率的最
適化を行うための手法を利用する。特に、初年度では、最も単純であるが最適化においては強力
な手法である確率的勾配降下法を利用した。以上のことから、初年度では、不動点近似法と確率
的勾配降下法を合わせた「確率的不動点最適化アルゴリズム」を提案している。 
学習アルゴリズムの高速化には、学習率（最適化の分野ではステップ幅、ステップサイズと呼

ばれる）というパラメータを前もって適切に設定する必要がある。ここでは、先行研究でも利用
されている「定数学習率」、「減少学習率」、「直線探索による学習率」の３つの学習率に対する「確
率的不動点最適化アルゴリズム」の収束解析を提案している。結果は以下の通りである。 
（１） 「定数学習率」を有する確率的不動点最適化アルゴリズムが不動点に収束し、かつ、目   

的関数を最小化するには、小さな定数学習率を利用することが望ましい、という結果を
得ることができた。「減少学習率」や「直線探索による学習率」を有する確率的不動点最
適化アルゴリズムが主問題の解に収束することを証明した。 

（２） 確率的不動点最適化アルゴリズムに基づくアンサンブル学習法と既存のアンサンブル
学習法を数値比較した結果、「定数学習率」と「直線探索による学習率」を有する確率的
不動点最適化アルゴリズムに基づくアンサンブル学習法が高分類精度を達成した。 

上記（２）では、提案アンサンブル学習法の高分類精度を主張しているが、「直線探索による学
習率」を有する確率的不動点最適化アルゴリズムの実行時間は他の手法と比べて長かった。その



理由は、各反復で直線探索を行ったのちに学習率を設定するため、各反復の処理が他の手法の処
理と比べて時間を有しているからであった。そのため、初年度で得られたアルゴリズムの高速化
が今後の課題となった。なお、初年度で得られた結果は、IEEE のトップジャーナルである IEEE 
Transactions on Cybernetics （IF：11.079）に採択されている。 
 一方で、前研究課題「大規模かつ複雑なネットワーク上の資源を高速に割り当てるための分散
型不動点劣勾配法」（基盤研究（C）: 15K04763）と本研究課題は、不動点最適化という枠組みで
は共通する研究課題であるため、ネットワーク資源割り当てに関する研究も行った。結果として、
論文は、IEEE Transactions on Control of Network Systems（IF：3.467）に採択されている。 
 
【平成３１年度/令和１年度と令和２年度の研究成果】 
 前年度で得られた確率的不動点最適化アルゴリズムの加速法について研究を行った。平成３
０年度で提案したアルゴリズムは確率的勾配降下法に基づくアルゴリズムであった。機械学習
の分野においては、確率的勾配降下法よりも高速に解を求めることができる手法が提案されて
いる。例えば、Adaptive Gradient（AdaGrad）, Root Mean Square Propagation（RMSProp）, 
Adaptive moment estimation（Adam）, Adaptive Mean Square Gradient（AMSGrad）などの適応
学習率最適化手法が深層ニュラルネットワークを高速に訓練するために利用されている。この
事実に基づき、不動点近似法と適応学習率最適化手法を合わせたアルゴリズム「不動点適応学習
率最適化アルゴリズム」を提案し、その収束解析と収束率解析について提案をすることができた。
結果は以下の通りである。 
（１） 「定数学習率」を有する不動点適応学習率最適化アルゴリズムが不動点に収束し、かつ、

目的関数を最小化するには、小さな定数学習率を利用することが望ましい、という結果
を得ることができた。「減少学習率」や「直線探索による学習率」を有する不動点適応学
習率最適化アルゴリズムが主問題の解に収束することを証明した。また、「減少学習率」
や「直線探索による学習率」を有する不動点適応学習率最適化アルゴリズムの収束率解
析を与えた。 

（２） 確率的勾配降下法に基づいたアンサンブル学習法（平成３０年度の成果）と適応学習率
最適化手法に基づいたアンサンブル学習法とを数値比較した結果、適応学習率最適化手
法に基づいたアンサンブル学習法が高速で、かつ、最も高い分類精度を達成することが
できた。 

この研究成果は、Springer Nature が発行するジャーナル Fixed Point Theory and Algorithms 
for Sciences and Engineering (IF：2.503)に採択されている（２０２１年４月に掲載）。 
 この結果を得る過程で、不動点最適化アルゴリズムに関する研究成果（単著１編、共著６編）、
機械学習アルゴリズムに関する研究成果（共著３編）、本年度から開始する研究課題「リーマン
不動点最適化アルゴリズムと機械学習への応用」（基盤研究（C）：21K11773）の準備のための研
究成果（共著１編）について纏めることができている（詳細については、５．主な発表論文等を
ご参照下さい）。 
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