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研究成果の概要（和文）：　因子分析とは，多数の変数の原因となる少数の共通因子を抽出する統計解析法であ
る．ここで，変数と共通因子の例として，テスト問題に対する回答の得点と知的特性，および，行動パターンと
性格特性が掲げられる．この因子分析の行列代数に基づく計算法に焦点をあて，次に列挙する解の性質を証明に
した．[1] 共通因子とそれとは別の独自因子に係数を乗じた部分の解は，一通りしか存在しないことを示した．
[2] 解への条件を付加すると，共通因子・独自因子・誤差が完全に分利した解が得られることを示した．[3] 因
子分析に類似する統計解析法に主成分分析があるが，それと因子分析の解の違いを明示する不等式を導出した．
  

研究成果の概要（英文）：Factor analysis is a statistical procedure for extracting a few common 
factors that cause a number of variables. For example, the variables and common factors are the 
scores for test items and intelligence properties; they are also exemplified by behavioral patters 
and personality properties. I focused on the matrix-algebraic solution of the factor analysis to 
elucidate the following properties of the solution. [1] The solution for the multiplication of the 
common factors and the other (unique) factors multiplicated by coefficients can be uniquely 
determined. [2] Imposing an additional condition into the solution allows us to obtain the solution,
 in which the common factors, unique factors, and errors are completely decomposed. [3] The 
inequalities exist that elucidate the differences between factor analysis and principal component 
analysis, with the latter similar to the former.           

研究分野： 統計科学

キーワード： 統計学　多変量解析　因子分析　行列代数

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
多変量解析と総称される統計解析法の中でも，因子分析は，創案から100年以上の歴史を持ち，かつ，現在普及
する統計ソフトウェアに常備されるポピュラーな手法であるが，その解の性質の細部が明確でなかったが，本研
究で明らかになった．
　因子分析は，心理学をはじめとした人文・社会科学から，自然科学に渡って広く利用される統計解析法である
ため，本研究成果は，因子分析を利用する人文社会・自然科学の研究者，さらには，企業のデータサイエンティ
ストに，因子分析の結果を解釈するための指針を与えることができる．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
列平均が 0 である n 個体×p 変数のデータ行列を X = (xij)と表そう．因子分析(FA)を創始した

Spearman(1904)の着想に基づいて，FA のモデルを行列で表すと，次のように書ける．  

       X          F                      U                      E 

 

ここで，F (n×m) は共通因子得点，U (n×p) は独自因子得点の行列であり，列平均は 0， 

FF = nIm,  UU = nIp,  FU = O   (ただし，Imは m 次の単位行列，O は零行列)     (2) 

と制約される．また，E は非系統的な誤差の行列， (p×m) は因子負荷量の行列，は p×p の

対角行列である．(1)で，X より F の横幅が狭いのは，p 種の変数がより少数の m 個の共通因子

によって説明され，これとは対照的に，U の横幅が X と同じで，が対角であることは，U の各

列の独自因子が X の対応する列(変数)に独自に作用することを表し，の対角要素の 2 乗を独自

分散と呼ぶ．条件(2)のもとに，モデル(1)の誤差行列 E の Frobenius ノルムの平方 

E2 = trEE = X  (F + U)2                          (3)  

を最小化する F, , U, を求める解法が開発されたのは，近年である(Adachi, 2012; Sočan, 2003; 

Unkel & Trendafilov, 2010)． 

普及法は，F, U の要素を一定の分布に従う確率変数と見なすと，(1)のモデル部 F + 

Uの列間共分散行列が+2 と書ける事から，これと標本共分散行列 SXX = n1XX の

乖離度 

    SXX  (+2)2 ，または，それの負の対数尤度バージョン          (4) 

を最小にすると2を求めるものである．なお，(3)の最小化と(4)の最小化がほぼ同じ

との解を与えることは，数値的に確認されている(足立, 2015; Stegeman, 2016)． 

多くの多変量解析法が，(1)を含め「データ=モデル部+誤差」のようにデータ近似として定式

化されるが，FA の普及法は，因子得点 F, U が消去された(4)の最小化，すなわち，「変数×変数

の共分散近似(広義に言えばモーメント近似)」であり，F, U の最適解に基づく議論ができない． 
 
２．研究の目的 

(1), (3)に基づくデータ近似 FA の解の性質を研究することが応募課題となる．データ近似 FA

では，F と U の最適解を考慮でき，普及法の枠組内では見出せない FA の正体を明確化させ得る

と考えられる．さらに，(3)の最小化は，F, , U, が全て固定された(未知)行列である点で，行列

分解としての FA とも呼べ，解の性質が行列代数に基づいて見出される．数学の中でも行列代数

が分析手法の位置づけの明確化に極めて役立つ事は(Seber, 2008)，本研究が有益な諸定理を提供

することを確約する． 
 
３．研究の方法 

 モデル部・残差の一意性・高階数近似としての因子得点の不定性・変数×共通・独自

因子の共分散と因子分析の最適性・より制約の強いデータ近似 FA との比較・主成分分



析(PCA)の解との比較を，定理の証明・シミュレーション研究・実データへの適用など

によって行う． 

 
４．研究成果 

2018年度の研究成果は，次の[1], [2]のように要約される． 

[1] データ近似としてFAのモデルは，(1)つまり「データ = 共通因子得点 x 因子負荷量 + 独
自因子得点 x 独自標準偏差 + 誤差」 のように表されるが，「モデル部 = 共通因子得点 x 

因子負荷量 + 独自因子得点 x 独自標準偏差」が各個体の各変数について同定できる，つま
り，算出可能であることを証明し，定理として提示した．この事実は，データからモデル部を
減じて得られる誤差の値，つまり，残差が，個体×変数ごとに具体的数値として求められるこ
とを示し，各観測値について，FAモデルからの逸脱を評価できることを意味する．この効用を
実データを用いて例証した． 

[2] 共通因子得点と独自因子得点の最適解は，一意には定まらないが，最適解が満たすべき数
式を明示的に示した．この数式は，幾何学的には，共通因子得点と独自因子得点を要素とする
ベクトルが，データ行列の線形結合をベクトル化したものを中心とした円錐を構成することを
示す． 

2019年度の研究成果は，データ近似定式化に基づいて，100年近くの期間，興味を惹きなが
ら，明確な答えがでなかったFAと主成分分析(PCA)の解の相違を明示する4つの不等式を導いた
ことである．第1の不等式は，主成分負荷量の平方和が因子負荷量の平方和を下回らないことを
示し，これは，個々の主成分負荷量の絶対値が因子負荷量の絶対値より大きくなる傾向を示唆
する．第2の不等式は，FAの残差平方和がPCAの残差平方和を上回らないこと，つまり，前者
の方がデータへよく(または同等に)適合することを示す．第3の不等式は，FAの独自分散の総和
が，PCAの残差分散の総和からFAの残差分散の総和を引いた値を下回らない事を示し，これ
は，FAの残差分散が十分に小さいときに，各変数の独自分散がPCAの残差分散より大きくなる
傾向を示唆する．第4の不等式は，主成分負荷量の平方和が，因子負荷量の平方和と独自分散の
和を上回らないことを示し，第１の不等式とは対照的に，前者の下限を示す．以上のFAとPCA

の解の関係は，FAのデータ近似定式化に基づくが，他の定式化に基づくFAとPCAの解にも，経
験的に一般化できることを，シミュレーションによって確認した． 

 2020年度の研究成果は，次の[1]～[3]のように要約される． 

[1]データ近似FAの解から得られる変数×独自因子得点の共分散行列の非対角要素が0でない
事，つまり，各変数がそれに対応しない独自因子と相関する事実を確認した．これは，「独自
因子は対応する変数に排他的に作用する」というFAの理想から逸脱する． 

[2]上記の逸脱を容認するRationalityとして，変数と独自因子得点の解の共分散行列の非対角要
素変数の平方和が，データ近似FAで最小化される二乗誤差に比例することを証明した． 

[3]データ近似FAに，上記のFAの理想からの逸脱を起こさないように解を制約する条件を組み込
んだStegeman(2016)の方法と，この制約のない[1], [2]のデータ近似FAの解を数値的に比較した結
果，後者の解が現在普及するFAの解と酷似するのに対して，これら2つの解Stegeman(2016)の制
約つきFAの解がやや異なる事を確認した． 

 2021年度に行った研究の成果は，次の[1]～[3]のように要約される． 

[1] データ近似FAの解から得られる共通因子得点と誤差が無相関であること，および，独自因
子得点とそれに対応する変数の誤差は無相関であるが，独自因子得点とそれに対応しない変数
の誤差は相関することを証明した． 



[2] データ近似FAに制約する条件を組み込んだStegeman(2016)の方法の解では，共通因子得点
と誤差が無相関であり，かつ，独自因子得点と変数の誤差も無相関であることを証明した． 

[3] 上記の結果より，Stegeman(2016)の方法は，共通因子得点・独自因子得点・誤差の3パート
が互いに無相関であることを制約条件としたFAと再定式化できるのに対して，これの制約を緩
めた方法として，データ近似FAを再定式化できることを示した．  
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