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研究成果の概要（和文）：本研究では，高次元データの特徴を多変量正規分布に従うかどうかで捉えることと
し，その判定法を構築する．そのための基礎理論をより強固にするために，標本歪度および標本尖度分布の正確
表現を与える（課題1, 2）．最終課題を「標本歪度・尖度分布の正確表現に基づいた高次元データにおける正規
性の検定」（課題3）と設定する．
課題1, 2に関し，超幾何関数を駆使して基礎理論を構築しようとしたが，思うように捗らず，そこで，標本歪度
分布の確率密度関数のフーリエ展開による近似表現にたどり着いた．これにより，標本歪度分布の確率密度関数
のフーリエ展開表現を得ることができ，arXivへ投稿した．

研究成果の概要（英文）：In this research, we consider the characterization of high-dimensional data 
based on whether or not they are drawn from a multivariate normal population, and testing for 
normality. We give concrete representations of the pdfs of sample skewness or kurtosis (Tasks 1 and 
2). The final task is set as "normality test in high-dimensional data based on those sampling 
distributions".
Regarding tasks 1 and 2, we tried to construct a basic theory by using hypergeometric functions, but
 it did not progress as expected. So, we arrived at an approximate expression by Fourier series of 
the pdf of the sample skewness. As a result, our manuscript related to a Fourier series 
representation is submitted to arXiv.
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  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究では，標本歪度分布の精確表現を得た．従来法では簡潔に表現できていなかったことが，今回はより精確
にそして簡潔に表現できるようになった．この視点において学術的意義深いと思われる．また，フーリエ展開表
現が標本尖度分布へも応用が期待できる点も大事である．
高次元データの特徴を多変量正規分布の正規性の観点から捉えるという視点では，本研究は不完全であるが，デ
ータ解析の基礎部分の再構築という視点で評価できる．従って，データサイエンス教育の観点で社会的意義があ
ると思われる．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
 

遺伝子データに代表される高次元データが容易に取得できるようになった現在，高次元デー
タ解析手法の開発は急務である．データの次元 と標本数 の関係により，いくつかの高次元の
設定が考えられる．高次元小標本の場合や，高次元大標本の場合などである．いずれにせよ， >
の状況では，分散共分散行列が特異になってしまうなどの不都合が起こり，従来， >  の状

況で考えられてきた手法をそのまま適用することは不可能である． 
 
青嶋他(2013)は，高次元大標本，小標本のいずれの状況でも，高次元空間に現れる幾何学的特

徴を正確に把握した上で，既知の統計量と関連づけることにより，様々な高次元データ解析手法
の開発に成功した．また，同じ枠組みで， Glombek は高次元大標本のときの正規母集団におけ
る母共分散行列の sphericity 検定統計量として，Jarque--Bera 統計量の漸近分布を導いた．
幾何学的特徴以外に高次元データを捉える術はないだろうか．これは，先行研究を顧みた際に抱
いた素朴な疑問である．もしも得られた高次元データの従う分布が正規分布であるとの特徴付
けが可能ならば，先の疑問へのひとつの解答となり得る． 
 
そこで，高次元の設定として  を固定し → ∞ とする場合を考え，さらには，多変量正規分

布の性質「確率ベクトルが多変量正規分布に従うならば，その任意の部分集合も多変量正規分布
に従う（特に，成分は一変量正規分布に従う）」の対偶も考慮に入れると，高次元データの従う
分布が正規分布であるかどうかの判定問題は，一変量の正規性の検定問題に帰着できる．従って，
本研究では高次元データに対する正規性の検定の開発をこのような立場から行う． 
 
 
 
２．研究の目的 
 
本研究では，正規母集団からの標本歪度および標本尖度の正確分布（近似分布ではなく，解析

的表現）を与えることを第 1 の目的とする．第 2 の目的は，これらの結果を用い，  を固定
し → ∞とするときの高次元データに対する正規性検定の構築である． を固定させるために
は，標本歪度・尖度の正確分布導出が不可欠になる．そのために以下の課題を設定する． 
・標本歪度および標本尖度分布の正確表現を与える（課題 1, 2）． 
・標本歪度・尖度分布の正確表現に基づいた高次元データにおける正規性の検定（課題 3） 

 
本研究の独自性は，高次元データの特徴を正規性を有するか否かで表現することにある．また，

本研究の創造性は，小標本での標本歪度・尖度の分布の解析的表現に再度着目し，2017 年の研
究業績 (主成分に基づく多変量正規性の視覚的検定)ならびに 2016 年の研究業績 (標本歪度・
尖度の同時密度関数および同時モーメントの標本の大きさに関する漸化式表現)を積極的に活用
し，与えることにある． 
 
課題 1, 2 の解決は，正確な棄却域の構成へと直結する．例えば，有意水準 5% の両側棄却

域は { | | | > 0.7071} となる． 
 
課題 3 の解決は，例えばある種の遺伝子データは多変量正規分布に従うけれども，別種のそ

れはそうではないといった，高次元データの分類の目安になり得る．以上のように，筆者は，本
研究が高次元データ解析の発展へ寄与するだけでなく，正規性検定の精度を向上する点におい
ても，大変重要であると確信している． 
 
 
 
３．研究の方法 
 
課題 1.正規標本からの標本歪度の密度関数の解析的表現 
大きさ の正規標本からの標本歪度とその密度関数をそれぞれ , ( )とする．また，ガウス

の超幾何関数を ( ; ; ; )とする． ( ), ( )については，ガウスの超幾何関数による表現が
知られているが，しかしながら， ≥ 5の場合についての解析的表現は知られていない．そこで， 
Mulholland（1977）による に関する漸化式を用いると，密度関数 ( ) はガウスの超幾何関



数 ( ; ; ; )で表現できると予想できる． 
 
以下に具体的手順を示す． 

1.計算機実験により超幾何関数のパラメータ , , を予想． 
2.既知の結果 ( ), ( )の関係から，漸化式の積分の果たす役割を解明． 
3.一般の  の場合の分布形を特定． 
4.数値実験による検証． 
 
課題 2.正規標本からの標本尖度の密度関数の解析的表現 
標本尖度 の分布導出は標本歪度 ( )のそれより困難であることが予想される．McKay の結

果は， ( )のガウスの超幾何関数表示を与えているが, ≥ 5， ( )の解析的表現は知られて
いない．2016 年の研究業績の結果( , )の同時密度関数ℎ( , )の漸化式を利用する．課題 2 
の解決においても積分評価が最大のポイントになる． 
 
課題 3. 標本歪度・尖度分布の正確表現に基づいた高次元データにおける正規性の検定 
2017 年の研究業績の多変量正規性の検定手法を高次元データに拡張することが基本的アイデ

アである．各変量の一次結合である 本の主成分を求め，その標本歪度・尖度の値を，それらの
同時確率密度等高線が描かれた平面上にプロットする．このとき，各主成分の標本歪度・尖度の
値が有意水準に対応する確率密度等高線で囲まれた領域に全て入るならば，正規母集団からの
標本とみなしてよいと結論できる．高次元データへ拡張するには，通常の主成分分析を「ノイズ
掃き出し法」もしくは「クロスデータ行列法」による高次元主成分分析に置き換えることで同じ
枠組みで高次元データへ拡張できる． 
 
 
 
４．研究成果 
 
(1) 「正規性の検定」（共立出版, 2019）の執筆 
本書は，正規性の検定への準備（第 1章），正規性の検定の基本的枠組（第 2章），様々な正規

性の検定（第 3章），標本歪度・尖度に基づく検定（第 4章），検出力比較（第 5章），標本歪度・
尖度分布の再考（第 6章），および補遺（付録）からなる．正規性の検定に関する基本事項から
書き進め，本研究へ至る着想（第 6章）についてもまとめている．また，研究成果を社会・国民
へできるだけわかりやすく説明するため観点で寄与している．さらに，本研究課題へ至る着想な
どを整理整頓し，新しいアイデア創出に役立った． 
 
(2) 標本歪度分布のフーリエ級数展開近似 

 
Approximation to probability density functions in sampling distributions based on 
Fourier cosine series， 
Shigekazu Nakagawa, Hiroki Hashiguchi, Yoko Ono， 
ArXiv:2103.117.12,   22, Mar., 2021 
  

 大きさ の正規標本からの標本歪度を とし，その密度関数を ( )とする．研究当初は，ガ
ウス超幾何関数での表現を求めていたが，うまくいかなかった．そこで， ( )が対称分布であ
ること，および歪度が有限な値しか取らないことから，フーリエ級数展開近似が考えられるが，
 ( )は未知であるから，直接的にはフーリエ係数を求めることができない．この点を克服する
鍵となるのが， のモーメントである．これを用いてフーリエ係数を構成することが可能となり， 
フーリエ級数展開による ( )の近似が可能となった．本提案手法は，特に，小標本で有効であ
ることも分かった．既存結果より精度がよくなっていることも分かった．図は，提案手法で得た

( )のグラフとモンテカルロ法（繰り返し数は10 回）によるヒストグラムである． 
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