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研究成果の概要（和文）：本研究では, 発振器結合系の理論解析において, スペクトル分解における退化周波数
を考慮した計算過程を摂動法の一種である平均化法を用いる際に適用した. 本研究で対象とする双安定性を有す
る非線形発振器の相互結合系においては多数の共存解が存在する. 本研究では導出された近似理論解の安定性を
評価してどのような共存解が存在するか調べた. その結果, 複数の解が時空間的に振動エネルギーが移動する波
動解に相当することを示した. また, 理論的に導出された波動解は, 回路実験においても観測可能であることを
示した.

研究成果の概要（英文）：In this study, we distinguish between non degenerate and degenerate modes of
 the frequency components in the analysis of a coupled oscillator system for applying averaging 
method, which is one of the perturbation methods. This study investigates mutually-coupled bistable 
oscillators where there are diverse coexisting solutions. By investigating stabilities of the 
theoretically-obtained solutions, we find the existing solutions in the coupled oscillator system. 
Some of them correspond to the propagating wave solutions where the quasi-periodic pulse wave 
travels in the oscillator array. In addition, we also confirm that there are qualitatively the same 
propagating wave phenomena in the experimental results. 

研究分野：非線形動力学

キーワード： 結合振動子　波動　摂動法　振動モード
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研究成果の学術的意義や社会的意義
離散的な振動子が多数結合される系は多自由度となり, 自由度の数だけ振動モードが発生し, この振動モードの
理解がこのような系の適切な設計に欠かせない. 振動の減衰・復元メカニズムなどに非線形性が関与する場合
に, 振動エネルギーが局在化する現象やその応用に関して注目されているが, このような非線形系では単純な振
動モードの重ね合わせとして議論できないことが, その適切な活用や設計を妨げる障壁となっている. 本研究で
想定した振動モード間の共鳴は, 非線形結合振動子系では自然に起こりうると考えられ, 本研究で用いた解析手
法を同様に用いれば, 移動型の振動解や発振パターン解析への波及効果が見込める.

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 離散的な振動子が多数結合される系は多自由度となり, 自由度の数だけ振動モードが発生し, 
この振動モードの理解がこのような系の適切な設計に欠かせない. 線形結合振動子系において
は, 各振動モードの重ね合わせが想定できる. 一方で, 振動の減衰・復元メカニズムなどに非線
形性が関与する場合に, 振動エネルギーが局在化する現象やその応用に関して注目されている
が, このような非線形系では単純な振動モードの重ね合わせとして議論できないことが, その
適切な活用や設計を妨げる障壁となっている.  
 
 
２．研究の目的 
 本研究では,スペクトル分解の退化モードを考慮した計算過程を摂動法の一種である平均化法
を用いる際に適用することで, 双安定な特性を有する発振器の相互結合系に現れる波動現象の
近似理論解を導出することを目的とする. また, 本研究で対象とする結合発振回路の回路実験
による実証を行う. 
 
 
３．研究の方法 
(1)近似理論解の導出 
 非線形性を有する結合振動子系に現れる振動モードの解析において, 系の非線形性がそれほ
ど強くない場合には, 非線形項による影響を線形系に対する弱い摂動と考える摂動法が複数提
案されている. 本研究では, 摂動法の一種である平均化法を用いる. 特に, 振動モードの周波
数を決定する退化周波数を考慮した計算過程を平均化法において考慮することにより, 従来で
は困難であった複雑な位相関係を持つ時空間的に振幅エネルギーが移動するような波動解等の
近似理論解導出を行う.  
非線形振動子系では多様な共存解があるために, これらの解を把握する必要がある. 本研究
で採用する平均化法では, 解の安定性を対象とする解近傍の線形化によるヤコビ行列の固有値
計算から正確に求めることが可能である. また, 陽に導かれる振動子間の位相関係式を使って, 
位相速度及び群速度を求める. 
 
(2)回路実験による実証 
 本研究で対象とする振動子結合系は簡易な回路構成であるため, 実験により実際の物理現象
としての特性を評価することができる. そこで,導出した近似理論解の実証実験を行う.プリン
ト基板のマスクパターンを設計し, 多数の発振回路とそのコイル結合用の基板を作成する. ま
た, 多数の発振器のアナログ発振電圧を取得するための測定系を構築する.これより,スペクト
ル成分を実験的に取得し, 波動解を同定する. 
 
 
４．研究成果 
 本研究で採用する平均化法では, 個の発振器の電圧  ( = 1, 2,… , )[V]を正規化した変数

 を, 結合行列の固有ベクトルを使ってスペクトル分解し振動モードを導出する. また, 結合
行列の固有値が振動モードの周波数を決定する. 本研究では, 環状に隣接結合された振動子結
合系を対象とするために結合行列が対称行列となり,退化した固有値が現れる. この場合, 平均
化法においては退化固有値に由来する周波数を有する振動モードと, 非退化の固有値に由来す
る振動モードを区別して平均化計算を行う必要がある. 特に, 振動子の数が多くなるにつれて
退化固有値の数が増加し,このような区別は重要となる. 本研究ではこの点に注目して, 対象と
する発振器結合系の近似理論解の導出を行なった.  
近似理論解は振動モードの振動と初期位相を決定する平均化方程式の安定平衡点に相当する.  
本研究では, 平衡点近傍の線形化により得られるヤコビ行列の固有値からこれらの解の安定性
を求めた. 図１は, = 5の場合の電力増幅の程度に関係する定常振幅の大きさを制御するパ
ラメータ が安定解の個数に与える影響を示す図である. 本研究で対象とする発振器結合系に
は他に２つのパラメータを有するが, これらはそれぞれ結合強度および非線形性の強さを決定
するパラメータであり,共存解の個数に影響しない. よって, ある一定のパラメータ領域におい
て, 多くの共存解が存在することを示すことに成功したと言える. 

 = 5の場合には,退化固有値を考慮すると, 振動モードの周波数成分が３個存在する.その
ため, 平均化法による振動モードの加算表現として得られる波は,１つの成分から構成される解
であれば調和振動, ２つの成分の加算であれば２重モード振動, ３つの成分の加算解であれば, 
 
 



図１ 共存する安定解の個数 
 
概周期振動に相当することになる.単一の周波数成分を有する調和振動解は, 時空間的には移動
しない定在波に相当する. 一方で,２重モード振動のいくつか, および３つの成分が加算された
概周期振動は時空間的に振幅エネルギーが移動するような波動解に相当することが分かった. 
平均化法により求められる振動モードの初期位相の位相関係に関して, 図２のように示すこと
ができる. このような位相構造を本研究で対象とする発振器結合系において存在することは文
献①に示されているようにすでに知られていたが, これらは振動エネルギーが環状の結合発振
器間を移動しない解であり, 図２(a), (b)のような位相構造を有する振動モードの２個以上 

図２ ５個の発振器結合系における振動モードの位相関係 
 
の加算の結果として得られる解が, 振幅エネルギーが移動する波動解に対応することを新たに
確認した. 特に,図３に示すような概周期振動が波動解に相当することを理論的に示すことに成
功したことは,本研究における主な成果の一つである. また, これらの近似理論解から波動解の
位相速度や群速度といった情報を得ることができた. さらに, 近似理論解により, 対象とする
解の初期条件が決定できる. これにより図４の数値計算結果に示されるように, 多数の共存解
の中から目的の解を導出するための条件を得ることができるようになる. また, 多数の共存解
が存在するこのような波動解は最大でも３つの周波数成分でしか構成されていないため時空間
的に局在したような波動には相当しない.しかしながら, 得られた近似解から得られた初期条件
が, 非線形性が強くなる場合に現れる局在化した波動解(図 5)を観測するために有意義である
可能性を数値計算的に示すことに成功した. 

           図３ 近似理論解            図４ 図３の解に対応する数値計算結果 
 本研究では回路実験による波動解の実証も試みた.回路素子値の誤差や熱雑音等は実際の実験
においては不可避なため, 上記で得られた近似理論解の頑強性を示すことにつながる.図 6(a)



および(b)は回路実験により得られた概周期振動およびその周波数スペクトルの図である. これ
より, 図３と同等な解が回路実験においても観測できること, およびこれらの周波数成分が主
要な３つの振動成分から構成されることを示すことができた.  
 

        
  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図５ 強非線形系に現れる局在化した波動解を図３の近似理論解の初期条件を用いて求めた
数値計算結果 

 
 

 
            (a)時間波形                            (b)周波数スペクトル 
 

図６ 回路実験により得られた波動解 
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