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研究成果の概要（和文）：　本研究は消費者理論の一部である積分可能性理論を発展させることを主眼として行
われた。積分可能性理論は、消費者行動を表現する需要関数から、消費者の好みを表現する効用関数を逆算しよ
うとする分野であり、行動から好みを導き出そうとするものである。経済学の応用研究では消費者の好みの情報
が必要な場合が多く、そのためこのような研究が必要になる。
　本研究では微分方程式の解析を経て、当該分野について様々な新しい結果を得ることに成功した。特に原理的
な逆算可能性を担保する復元可能性理論については、新しい結果を出版することに成功している。

研究成果の概要（英文）：The main purpose of this research was to develop integrability theory, which
 is a part of consumer theory. Integrability theory is a field that attempts to calculate the 
utility function, which expresses consumer's preference, backwards from the demand function, which 
expresses consumer's behavior, in order to derive preferences from behavior. In applied research in 
economics, information on consumer's preferences is needed, and thus this type of research is 
necessary.

In this study, through the analysis of differential equations, we have succeeded in obtaining a 
variety of new results in this field. In particular, we have succeeded in publishing new results on 
the theory of recoverability, which guarantees in principle the possibility of inversion.

研究分野： 消費者理論
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研究成果の学術的意義や社会的意義
　研究成果の概要で述べたように、経済学における応用研究において消費者の好みを調べることは非常に重要で
ある。なぜなら、どのような経済が人々にとってより望ましいかは好みによって変化するからである。しかしな
がら、アンケート調査などを用いて好みを測るやり方は様々な問題を抱えていることがわかっており、そのため
行動から推定することが望ましい。本研究はこのような行動からの好みの推定について、原理的な可能性から実
用的な計算手法の構築まで、幅広く扱ったものである。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 研究開始時点において積分可能性理論の最新の結果は Hosoya (2013, 2015)による間接法の研
究と、Hosoya (2017)による直接法の研究だった。特に後者は積分可能性理論の計量経済学への
応用まで含んだ非常に広範な結果を含んでおり、この年代での理論の集大成であったと言える。 
 しかし、Hosoya (2017)では需要関数に連続微分可能性を仮定していた。これが非常に問題の
ある仮定で、第一にいわゆる端点解があるようなモデルでは需要関数はまず微分可能にならな
い。端点解が出ないモデルでは今度は値域が狭すぎることが多く、効用関数を十分適切に計算で
きない。これに加えて、連続微分可能な需要関数の空間というのが通常の位相に関して開集合に
も閉集合にもならないという問題があり、これが統計学的な応用を考える際の大きな壁になっ
ていた。 
 
 
 
２．研究の目的 
 背景で書いたことから、積分可能性理論の結果としての Hosoya (2017)の結果を、微分可能性
を取り払って出し直すことが必要であった。 
 微分可能性を仮定しないということは、この分野で定番の技術であるスルツキー行列の解析
が使えないということである。これは非常に大きな困難を引き起こすことが想定されたが、この
問題の解決法は局所リプシッツ性という微分可能性よりも弱い性質にあった。 
 ラーデマッハーの定理により、局所リプシッツな関数はほとんどすべての点で全微分可能で
ある。ここで言う「ほとんどすべての点」というのはルベーグ測度に関してという意味である。
全微分可能であるということは、その点でスルツキー行列が定義できるということである。そこ
で、「ほとんどすべての点」でのスルツキー行列の性質から積分可能性の結果が言えれば問題は
解決する。このラインに沿って、局所リプシッツな需要関数で積分可能性理論の結果を出すこと
が本研究の目的であった。 
 
 
 
３．研究の方法 
 まず、基本的なアイデアから述べる。直接法の積分可能性理論の基礎にあるのはいわゆる双対
性のアイデアである。効用関数と需要関数は、効用最大化問題を通じて関係している。一方、効
用最大化問題の双対問題である支出最小化問題の価値関数を支出関数と呼ぶが、効用関数がわ
からなくとも、支出関数がわかればそこから少し工夫するだけで効用関数が導出できる。これが
直接法の基本的なアイデアであるのだが、問題はふたつあって、第一に需要関数の候補を与えた
ときに、それが需要関数になっているか（つまり、対応する効用があるかどうか）を判定する方
法がなければならない点、第二に効用関数を使わずに支出関数を計算しなければならない点が
あった。この二点を解決するために使われるのがシェパードの補題である。 
 シェパードの補題は支出関数と需要関数の間に成り立つ普遍的な偏微分方程式である。与え
られた需要関数に対応する効用関数がわからなくとも、シェパードの補題を偏微分方程式と見
なして解いて支出関数を導出すれば、そこから効用関数が導出できる。この作業は偏微分方程式
から常微分方程式に変換できることが知られていて、実質的には常微分方程式を解く作業だけ
で問題は解決する。先ほど挙げた問題のうち二番目の問題はこのアイデアで解決する。一番目の
問題はもう少しやっかいだが、少なくともこの路線で解決の糸口が見える問題にはなっている。 
 しかし、実際にこの線に沿って証明を構築していくと、すぐ困難に直面する。問題は、シェパ
ードの補題の解の候補になる関数を、偏微分方程式を用いて解こうとするときに起こる。という
のは、この解の候補関数のグラフは通常 n 次元の可微分多様体になり、需要関数の候補の定義
域は n+1 次元の開集合であるため、サードの定理から測度ゼロである。つまり、「ほとんどすべ
ての点」でなんらかの仮定を需要関数の候補が満たしていたとしても、それはいまその仮定が必
要な集合上の「すべての点で成り立たない」可能性があるのである。 
 この問題は、支出関数の候補を計算するための常微分方程式のパラメータとして価格だけで
なく所得も用いることで、一応解決できる。つまり、摂動パラメータとして初期所得を用いて摂
動させることで、「ほとんどすべての」解候補の軌道では問題が生じないことが示せて、後は収
束を用いて議論すればよい。このアイデアは強力で、これを用いることで支出関数の候補を微分
方程式で求めること自体には、スルツキー行列の主要な性質が「ほとんどすべての点」で成り立
つことから示すことができる。 
 しかし、これだけでは問題が解決しない。Hurwicz and Uzawa (1971)の時代から、微分方程
式の解から効用関数を求めるまでに使う性質として、顕示選好の弱公理よりも少し強い仮定を
求める部分がある。その部分は顕示選好の公理的な書き方がなされているため、結論の部分に強
い不等号が出てくる。容易にわかるように、近似によって計算すると最終的には極限を取る操作



を行う必要があり、そして強い不等号は極限操作で破壊されるため、この部分をべつの論理を用
いて埋めないと最後の結論に至ることができないのである。このやっかいな問題を埋める作業
が最後に残っており、これは絶対連続関数の積分の評価に関する不等号を用いて、かろうじて埋
めることができた問題である。 
 
 
 
４．研究成果 
 上記の研究手法で挙げた難点を克服したことで、本研究課題で研究代表者は以下の結果を得
た。まず、局所リプシッツでワルラス法則を満たす需要関数の候補が需要関数であるための必要
十分条件は、「スルツキー行列がほとんどすべての点で半負値定符号かつ対称である」こと、あ
るいは「シェパードの補題に対応する偏微分方程式について、任意の初期値に対して正象限全体
で定義された連続微分可能な解が存在すること」であることがわかった。後者は非常に優れた結
果で、顕示選好の公理群と異なり、強い不等号のような、極限操作で破壊される性質を一切含ま
ない。ここから需要関数の空間にある種の完備性が証明できることがただちにわかる。 
 次に、この結果を通じて研究代表者は、上記の需要関数の候補から効用関数を導出する方法を
見いだした。この計算法で出てくる効用関数は需要関数の値域上で上半連続であり、またその条
件を満たす選好関係は需要関数の値域上で一意的に定まる。需要関数の値域が正象限をすべて
含みさらに非負象限内部で相対位相について開集合である場合、技術的な手法を用いてこの需
要関数の値域上で上半連続な効用関数を、消費集合全体で上半連続名効用関数に拡張でき、その
拡張の仕方もやはり需要関数毎に一意的である。 
 ここまでが研究期間に出したことである。これら研究成果を周知するための活動に研究機関
の後半を費やしたのだが、最終年度はウイルスに関する問題のため海外の学会における研究報
告が残念ながらできなかった。出版については、現在審査中のものをいくつか除くと、Journal 
of Mathematical Economics 誌に、上記の効用関数の一意性に関する部分をより一般の需要関数
について議論した論文を出版済みである（Hosoya (2020)）。他はまだ査読待ちの状態であること
を付記しておく。 
また、この分野の解析を通じて、スルツキー行列及び微分方程式の解析手法に一通り精通した

おかげで、いくつかの派生分野に研究を応用できる可能性が浮かび上がっている。たとえば、準
線形経済の均衡の一意性と局所安定性を一般的に導出する論文などがそれに該当する。この派
生的な結果は研究期間終了後の２０２１年に日本経済学会で報告する予定である。 
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