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研究成果の概要（和文）：三次元の図形（多様体）に埋め込まれたいくつかの円周を絡み目という。特に円周が
一つのとき結び目という。向きづけられたどのようなコンパクト３次元多様体も適切に絡み目をその多様体から
除くことで、円周上の曲面束の構造（円周の各点の上に曲面が乗っているような構造）を持つ。その曲面束にお
いて、あるファイバーを一つ固定しその境界にバンドを取り付けると新しい曲面が得られる。
　本研究ではその曲面とその境界の絡み目に注目し、その曲面と境界の絡み目の関係をとある不等式で説明し
た。

研究成果の概要（英文）：A link is an embedding of a disjoint union of circles into a 3-manifold. In 
the case the number of the circles is one, a link is called a knot. Any 3-manifold can be 
represented as a surface bundle over a circle after removing a link from the 3-manifold. In the 
surface bundle, we obtain a new surface from a fiber surface by adding some bands at the boundaries.
 
 In this study, we focus on such surfaces and links appearing in their boundaries. In particular, we
 explain relations between such a surface and its boundary by utilizing an inequality.   

研究分野： 位相幾何学

キーワード： 絡み目　接触幾何学　フラットプラミングバスケット

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究の学術的意義として、絡み目と三次元多様体の接触構造の関係の記述が挙げられる。
　古くから、三次元多様体は結び目を用いて研究されており、その接触構造についても例外ではなかった。本研
究ではその流れを汲み、フラットプラミングバスケットと呼ばれる、接触幾何学と相性の良い曲面に着目し、そ
の境界に現れる絡み目の性質（特に負値性）とフラットプラミングバスケットのトポロジーを関連付けた。それ
は従来の研究にない新しい点であり、学術的意義の一つとして考えられる。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
 
１． 研究開始当初の背景 
三次元球面に埋め込まれた円周を結び目という。結び目はそれ自体が興味深い対象であるだけ
でなく、2-, 3-, 4-次元のトポロジーや幾何構造の研究に応用を持つ対象である。その中でも正結
び目は多くの結び目不変量において特徴的に振る舞うことに加え、３次元接触幾何学における
tight 性や Bennequin 不等式、４次元多様体のシンプレクティック構造や結び目同境理論とも
関連するため、多くの研究者によって研究されてきた。 
一方で，正結び目の鏡像として負結び目が定義されるが、多くの不変量において鏡像をとる操

作は逆元や双対をとるなどの操作に対応することが多く、負結び目は本質的に正結び目と同じ
ものとして扱われていた。ところが、最近の研究代表者の研究により、負結び目が三次元球面の
オープンブック分解を通じて、接触幾何的対象として特徴的な振る舞いをする例が与えられた。 
この例の存在が本研究をスタートさせるきっかけである。 
 
 
２．研究の目的 
いかなるコンパクトな三次元多様体も、ある絡み目を取り除くことで円周上の曲面束の構造

を許容する。この曲面束をオープンブック分解ともいう。三次元球面から自明な結び目を取り除
くとファイバーが円板であるようなオープンブックが得られる。これをディスクオープンブッ
クという。オープンブック分解は三次元多様体の接触構造と密接な関係にあり、実際、Giroux
対応と呼ばれる関係によってこの二つの概念は一致する。 
オープンブックのあるファイバーの境界に、別のファイバーに乗せることができるバンドを

いくつか取り付けると新しい曲面が得られる。これをフラットプラミングバスケットという。特
にディスクオープンブック上のフラットプラミングバスケットはディスクにひねりの無いバン
ドをいくつか取り付けることで得られる。フラットプラミングバスケットはオープンブック上
に自然に配置されるため、Giroux 対応の意味でオープンブックと対応する三次元多様体の接触
構造と非常に相性が良い。 
本研究では、与えられた絡み目を境界に持つフラットプラミングバスケットに着目した。特に、

ディスクオープンブックに限定し、そのようなフラットプラミングバスケットを構成するバン
ドの最小数を境界の絡み目の性質から記述することを試みた。 
 
 
３．研究の方法 
本研究ではオープンブック分解を通じて、フラットプラミングバスケットとその境界の絡み目
に三次元多様体の接触幾何学の技術を適用する方法をとった。より正確には、Legendrian 
realization principle と呼ばれる手法を用いてフラットプラミングバスケットを(1)境界がル
ジャンドル絡み目で(2)フラットプラミングバスケットがコンベックス曲面、となるように配置
し、そのルジャンドル絡み目の不変量を用いてフラットプラミングバスケットを調べる、という
手法をとった。また、フラットプラミングバスケットの類似を考える際には、Giroux 対応を用
いて接触構造から性質を移植した。特に、三次元多様体の接触構造の性質を調べる上で古典的な
不変量である Hopf 不変量や、Gompf によって定義された d-不変量を用いた。また、ディスクオ
ープンブック分解に対応する球面の接触構造（標準的な接触構造）を扱う際には、ルジャンドル
絡み目のサーストン・ベネカン数や回転数、自己絡み数を使って絡み目の性質を調べた。 
 
 
４．研究成果 
研究成果は大きく次の二つである。 
 １つ目は、境界が与えられた絡み目となるフラットプラミングバスケットのバンドの数を境
界の絡み目のクラシカルな不変量を用いて評価したことである。正確には、ディスクオープンブ
ックから得られるフラットプラミングバスケットのバンドの数は境界の絡み目の「最大自己絡
み数」と呼ばれる接触幾何学由来の不変量を用いて、下から評価されることを示した。さらに、
最大自己絡み数は「負絡み目」のときに大きな値をとるためこの不等式は負絡み目のときに等号
成立すると予想された。実際、交点数の小さい結び目についてはこの事実は正しいことが確かめ
られている。この予想を解決することはできなかったが、負ブレイドの閉包として実現できる絡
み目については等号成立することが確かめられた。さらに、ツイスト結び目についても等号成立
することが確かめられている。 
 ２つ目はディスクに一回だけひねりを加えたバンドをいくつか取り付けた場合の「フラット
プラミングバスケットの類似」を考えて、その際のバンド数と境界の絡み目の関係について記述
したことである。このようにして得られる曲面はホッププラミングと呼ばれる操作で説明でき
る。そのような曲面はあるオープンブック分解のファイバー曲面になることが知られているた
め、Giroux 対応を用いて接触幾何学の手法を輸入することができる。その結果として、ファイ



バー曲面の安定高と呼ばれる指数を下から評価し、その非有界性を示した。 
 また、本研究の過程で結び目と４次元多様体に関する結果も得られている。そのうちの一つが
ゼロトレースの等しい結び目の構成に関するものである。 
結び目のゼロトレースとはその結び目の０フレイミングによって表現されるコンパクト４次

元多様体のことである。その境界の３次元多様体は０手術と呼ばれている。例えば４次元多様体
が複素構造を持つとその境界の三次元多様体には接触構造が自然に入る。この性質を用いて、４
次元幾何学の手法を交えてフラットプラミングバスケットの性質を観察しようとしたが、望ま
しい結果は得られなかった。しかしながら、その過程でゼロトレースが微分同相な異なる結び目
の構成方法を調査し、そのような既存の手法がすべて Gompf-Miyazaki による双対化可能パター
ンによって記述されることがわかった。この結果は Miller-Piccirillo によって既に示されて
いたが、研究代表者はその議論を整理し、ほかの理論との関連付けを行った。この結び目のゼロ
トレースの結果が、現在採択されている「研究課題：結び目のゼロトレースとスライス・リボン
予想」の研究を始めるきっかけとなった。 
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