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研究成果の概要（和文）：本研究では、非整数階微積分および複素解析に基づいたラフパス理論の研究に取り組
み、ラフ積分と呼ばれるラフパス理論における線積分に関して体系的な研究成果を得ている。ラフ積分はラフパ
スで駆動される微分方程式の理論においても重要な役割を果たすことが知られている。本研究はラフパス理論に
おける線積分や微分方程式に対してより簡明な取り扱いを実現し、ラフパス理論を用いた確率解析の研究に新た
な方法を提供することが期待される。

研究成果の概要（英文）：Using fractional calculus and complex analysis, we study an alternative 
approach to the fundamental theory of rough path analysis, and obtain some results on integrals 
along rough paths, called rough integrals. It is known that rough integrals play an important role 
in the fundamental theory of rough path analysis, e.g., the theory of differential equations driven 
by rough paths. We expect our results to provide more direct ways to the fundamental theory of rough
 path analysis and the applications to stochastic analysis.

研究分野：確率解析

キーワード： ラフパス理論　複素解析　非整数階微積分

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究の特色は、ラフ積分と呼ばれるラフパス理論における線積分概念にある。通常のラフ積分の定義は補正さ
れたリーマン-スティルチェス和の極限として与えられる。その一方、本研究のラフ積分の定義は補正された非
整数階微分作用素を用いてルベーグ積分として明示的に与えられ、通常のラフ積分と比べて簡明な取り扱いを実
現する。ラフパスで駆動される微分方程式の理論においてもラフ積分は重要であり、本研究はラフパス理論にお
ける線積分や微分方程式に対してより簡明な取り扱いを実現し、ラフパス理論を用いた確率解析の研究に新たな
方法を提供することが期待される。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
 
ラフパス理論は T.J.Lyons(1998)により創始された、滑らかさの度合いの小さな関数に関する微
積分学の理論であり、確率解析の研究に有用である。その一方で、ラフパス理論を用いた確率解
析の研究には技術的な制約条件が課されることが多い。また、ラフパス理論は L.C.Young (1936)
による積分論を発展させた方法に基づくが、Lyons(1998)による従来の方法とは異なる新たな方
法に基づいたラフパス理論が、M.Gubinelli(2004)、A.M.Davie(2008)、Y.Hu-D.Nualart(2009)な
どにより提案されている。 
 
 
 
２．研究の目的 
 
ラフパス理論は確率解析の研究に有用であるが、従前から認識されている技術的な問題も多く
ある。そのような問題の解決方策は、Lyons(1998)による従来の方法とは異なる新たな方法に基
づいたラフパス理論の基礎理論の展開であると報告者は考えている。本研究では、ラフパス理論
の基礎理論をより簡明で適用範囲の広い形に整理することを目的とし、前述の新たな方法とし
て、非整数階微積分および複素解析に基づいた方法に取り組んでいる。 
 
 
 
３．研究の方法 
 
本研究の特色は、ラフ積分と呼ばれるラフパス理論における線積分概念にある。通常のラフ積分
の定義は補正されたリーマン-スティルチェス和の極限として与えられる。その一方、本研究の
ラフ積分の定義は補正された非整数階微分作用素を用いてルベーグ積分として明示的に与えら
れ、通常のラフ積分と比べて簡明な取り扱いを実現する。ラフ微分方程式と呼ばれるラフパスで
駆動される微分方程式の理論においてもラフ積分は重要であり、本研究はラフパス理論におけ
る線積分や微分方程式に対してより簡明な取り扱いを実現し、ラフパス理論を用いた確率解析
の研究に新たな方法を提供することが期待される。 
 
 
 
４．研究成果 
 
本研究では、非整数階微積分および複素解析の視点からラフパス理論の研究に取り組み、ラフ積
分に関して体系的な研究成果を得ている(以下の(1)-(4))。非整数階微積分に基づいたラフパス
理論の研究は Hu-Nualart(2009)により提案された。Hu-Nualart(2009)はラフパスのヘルダー指
数が 1/3 以上の場合に、ラフ積分の明示式を導出し、ラフ微分方程式の定式化を行った。前述の
ように、Hu-Nualart(2009)のラフ積分は補正された非整数階微分作用素を用いてルベーグ積分と
して明示的に与えられる。 
 
以下の(1)、(2)では Hu-Nualart(2009)のラフ積分の拡張に成功した。 
(1) Lyons(1998)のラフ積分の第 1 レベルについて、ラフ積分の被積分関数を被制御パスに拡張
し、ラフパスのヘルダー指数が任意の場合に前述の明示式を導出した。これまでの証明を改
良し、付加的な条件を取り除くことにも成功した。(雑誌論文 Tohoku Math.J.72(2020)) 
(2) Lyons(1998)のラフ積分の第 2レベル、第 3レベルについて、Gubinelli(2004)による被制御
パスに関するラフ積分をラフパスのヘルダー指数が 1/4 以上の場合に拡張し、前述の明示式
を導出した。この研究成果は非整数ブラウン運動に関する確率解析の研究において特に有用
である。(雑誌論文 Collect.Math.73(2021)) 
 
以下の(3)、(4)では Hu-Nualart(2009)のラフ積分の基本性質を明らかにした。 
(3) ラフ積分の後ろ向き表現について、前述の明示式の導出に成功した。リーマン-スティルチ
ェス積分については、M.Zaehle(1998)が前向き積分と後ろ向き積分の明示式を導出したが、
それをラフ積分に拡張した結果になっている。ラフ積分の明示式では、左側と右側の非整数
階微分作用素が用いられるが、それらを入れ替えたような式として前向き積分と後ろ向き積
分が結び付き、ラフ積分の後ろ向き表現が導出される点が興味深い。(雑誌論文 Kyushu 



J.Math.77(2023)) 
(4) ラフ積分の積分区間の加法性について、通常のラフ積分を経由しないより直接的な証明を得
ることに成功した。証明に用いた議論はこれまでよりも簡明であるとともに、積分区間の加
法性が成立するための条件を緩める可能性があり、ラフ微分方程式の研究においても重要な
結果であると考えている。(雑誌論文 Stoch.Dyn.24(2024)) 
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