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研究成果の概要（和文）：本研究では，広く非線形な拡散方程式の解の存在理論を主に扱った．最も基本的な拡
散方程式は線形の方程式であり，非常に様々な研究がなされてきたため色々な取り扱い方が知られている．しか
し，拡散を表す項が非線形になると様々な制約を受け，解が存在するかどうかも明らかではなくなってしまう．
そのため，本研究では非線形な拡散項をもつ方程式と，（非線形な）境界条件に着目して解が存在することを証
明するための手法の開発などを行った．結果的にいくつかの成果を得たので，今後幅広い研究に役立てられると
期待される．

研究成果の概要（英文）：In this research we investigate nonlinear diffusion equations and the theory
 of existence of solutions. For the linear diffusion equations, there are many methods and solutions
 to consider some problems. However, for nonlinear diffusion equations, we have to choice correct 
solutions to treat such equations. We obtained some methods and new approachs to treat nonlinear 
diffusion equations. It can be expected that our results are applicable to expansive research.

研究分野： 偏微分方程式論

キーワード： 非線形拡散方程式　時間大域解　粘性解
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研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究で得られた成果の立ち位置は非線形偏微分方程式の中でも最も基本的なものである．しかしながら，これ
らの成果は今後の研究で扱われるであろう諸問題を考察する際の指針になるものであり，学術的意義は十分にあ
るものと考えられる．実際，新たな解の存在手法を獲得したことで考察可能な問題設定は広がっているため，今
まで考察されなかった問題も研究対象と認識され，研究が活発化すると期待している．本研究での成果が直ちに
社会的に影響を与えることはないと考えられるが，将来的に大きな影響をもたらす研究につながる可能性は高
い．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



 

様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
 
研究開始当初は非線形な拡散効果をもつ方程式に非線形な境界条件を課した問題の解
が二つの非線形性によりどのようなことが起こるかを調べることに主眼があった．研究
を進めるうちに非線形な拡散効果をもつ方程式の解の存在を証明する手法そのものが
必要となり，既知の手法で簡単に解を構成できない問題を研究対象とした． 
 
 
 
２．研究の目的 
 
本研究の目的は非線形な拡散効果と境界条件，または低階の非線形性のバランスによっ
て解の振る舞いがどのように変化するかを明らかにすることである． 
 
 
 
３．研究の方法 
 
多孔質媒質方程式や p-ラプラス型方程式のような高階の項に非線形性を有する準線形
放物型方程式の解を構成する際には半線形方程式の解析手法を直接的に適用すること
ができない場合があるため，解の概念として弱解を採用し，その存在を示す．これらを
実行するためには既存の方法を適用するだけではうまく行かない場合が多いため，解の
存在を示す手法自体も開発することとなる． 
 
 
 
４．研究成果 
 
本研究を遂行中に得られた成果は種々の非線形拡散方程式(系)の解の存在に関する理
論構築や，それを応用して得られる諸結果である．より具体的に扱った内容を以下に記
す． 
 
(1)速い拡散と非線形境界条件を持つ問題の時間正値大域解の存在・非存在に関する臨
界指数の決定 
 
(2)低階の非線形項をもつ拡散方程式の時間局所解及び大域解の存在 
 
(3)遅い拡散と低階の非線形項をもつ問題の解の存在 
 
(4)(3)の応用として解の最大値が有限時間で無限大に発散する場合に尺度不変となる
臨界ノルムの発散が起きるための十分条件 
 
(5)比較原理から ODE の解のように振る舞う p-ラプラス型方程式の解の大域挙動 
 
(6)完全非線形放物型方程式系の時間大域解の構成 
 
などである． 
以下に概略を述べる． 
 
(1)では境界条件に解の増大を促す非線形項をもち，領域内部では速い拡散と言われる
効果を持つ拡散方程式の解の存在を，領域が球の内部，領域が球の閉包の外部領域の場
合を扱った．領域内部では強い拡散効果が働くが，境界上では解を増大させる効果が発
揮されるため，領域によって状況が大きく変わる．実際，領域が有界な場合，境界条件
によって解の増大が促される一方で，領域内部ではいくら拡散しようとしても行き場が
ないため，全ての正値解は有限時間で爆発する．一方で，外部領域を考えると，境界条
件が効力を発揮するのは有界な範囲にとどまり，一方で拡散効果は無限遠方まで働くよ
うになるため，拡散効果が優位な状況となるため，時間大域解が存在することが示され
た． 



(2)では，1階の微分を含む非線形項を伴う非線形拡散方程式の初期値問題を考察した．
この問題は全ての定数が解になる一方で，一般に比較原理の成立が期待できないため，
解の構成を行うためには積分方程式に書き直す手法を採用した．初期値問題の解の構成
は特異性が無く，遠方で速い減衰をする初期値に対して存在する強解を経由して，局所
一様ルベーグ空間の中で解の存在を得た．考察対象の方程式の解は有限時間で無限大に
発散することは期待されないが方程式の持つ尺度不変性から時間大域解の存在を示す
ためには初期値の小ささが必要となっている．この点に関しては様々な方向に課題が残
されており，今後も関連研究を進めることが可能と考えている． 
 
 
(3)ではいわゆる多孔質媒質型の方程式に未知関数の冪乗を加えた方程式の初期値問題
の解の存在を局所一様ルベーグ空間の枠組みで扱った．一般に拡散方程式の初期値問題
の解が存在するかどうかを考察する際は，初期値の空間局所的な特異性や空間遠方での
増大度が重要となる．ここで扱った問題は拡散効果がある意味で弱いため，線形な拡散
効果の場合とは異なる状況が生じる．それが拡散の効果を表す指数として結論に変化を
与えているのである．また，非線形拡散であることからいわゆる軟解として扱うことが
難しいため，超関数の意味で解を考えるなどの必要性もある．さらに，尺度不変は空間
のノルムを扱う手法が確立されていなかったためそれを解決する必要もあった．この成
果はそれらの困難を解決したものである．尺度不変な臨界ノルムを扱えるようになった
ため，(4)として爆発解の臨界ノルムが同時に発散していることを保証する十分条件を
得た． 
 
 
(5)では漸近挙動の主要項が対応する ODE のようになる非線形拡散方程式の初期値問題
(p ラプラシアン型)の解の詳細な挙動について解析を行った．類似の多孔質媒質方程式
とは漸近先が熱核と ZKB解とで異なることが示された． 
 
(6)では完全非線形放物型連立系の非負値時間大域解の存在を示した．当初は存在・非
存在を分ける臨界指数が決定できると考えて取り組んでいたが，現状ではかなり困難で
あると判断し，存在に関する十分条件を得るにとどまった．それでもなお，連立系であ
りかつ異なる拡散効果をもつ場合も対象としているため，既存の手法はほぼ機能しない．
そこで優解を構成することで時間大域解の存在を示すことに成功した． 
 
 
これら一連の成果は方程式だけを見ていると幅広い問題を扱っているように見えるが，
いずれも拡散効果と何らかの非線形性のバランスによってどのような変化があるかと
いう点に着目していることは共通している．実際に研究を遂行するためには個々の方程
式（や境界条件）特有の扱いの難しさなどから色々な手法を用いて解決にあたることと
なった．結果的には当初の目的は一定程度達成できており，また次の研究課題もいくつ
か見つかっているので成果としては十分なものとなったと考えている．本研究で得られ
た知見が今後の研究に貢献していくことが期待される． 
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