
公立鳥取環境大学・人間形成教育センター・講師

科学研究費助成事業　　研究成果報告書

様　式　Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９ （共通）

機関番号：

研究種目：

課題番号：

研究課題名（和文）

研究代表者

研究課題名（英文）

交付決定額（研究期間全体）：（直接経費）

２５１０１

若手研究

2022～2018

準線形偏微分方程式とその自由境界問題に対する粘性解理論及びその応用

Viscosity solution theory for quasilinear PDEs, free boundary problems and thier
 applications

８０８１６２１５研究者番号：

小杉　卓裕（Kosugi, Takahiro）

研究期間：

１８Ｋ１３４３６

年 月 日現在  ５   ６ １６

円     3,200,000

研究成果の概要（和文）：粘性解は2階の楕円型・放物型方程式に対する適切な弱解であり，特に(確率)最適制
御や微分ゲームから現れる方程式を考えた際に自然に現れるためよく研究されている分野の一つである．
障害物問題は最適停止問題に現れる応用上重要な方程式であり，数値計算をする際はそのままでは扱えないため
しばしばペナルティ法による近似方程式をたてる．その解が元の障害物問題の粘性解に収束していくときの速さ
を調べた．
また，完全非線形版藤田型方程式系の時間大域解の存在のための十分条件を考察した．藤田型方程式は放物型方
程式の分野で非常に多く研究されてるものの一つであり，それを完全非線形に拡張した方程式を考えている．

研究成果の概要（英文）：Viscosity solution is a notion of weak solutions for second-order elliptic 
and parabolic equations and is one of the most studied fields, especially when considering 
(stochastic) optimal control and equations arising from differential games.
The obstacle problem is an important equation in applications that appears in the optimal stopping 
problem, and since it cannot be handled as is in numerical calculations, an approximate equation is 
often constructed via penalization. The rate of convergence of the solution to the viscosity 
solution of the original obstacle problem is investigated.
Sufficient conditions for the existence of global-in-time solutions of a weakly coupled system of 
fully nonlinear Fujita equations are also considered. The Fujita equation is one of the most studied
 in the field of parabolic equations, and we extend it to a fully nonlinear system.

研究分野：偏微分方程式論

キーワード： 粘性解　完全非線形方程式　準線形方程式　正則性

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
粘性解理論は準線形方程式に対する正則性など発散型方程式の弱解に比べて未知な部分が少なくないため，準線
形方程式を粘性解で扱うことで粘性解理論の可能性を広げる価値がある．
数値計算を行う際は一旦離散化の必要があるが，収束の速さがわかることで離散化のサイズを決定できる可能性
がある．
藤田型方程式は濃度により反応速度が変わる化学反応などを表すとされているが，その完全非線形化は分枝過程
と関連づく可能性がある．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
(1) 粘性解は 1989年代初頭に導入された(退化)楕円型･放物型偏微分方程式に対する弱解の概念
で，粘性消滅法から自然に導かれる解の候補がみたす性質を定義として採用されたものである
一方，動的計画原理からも適切な定義であることが明らかになっている．発散型方程式に対する
超函数の意味での弱解では扱えない非発散型を含む完全非線形方程式を扱えるため，微分幾何
学や(確率)最適制御理論，確率微分ゲーム等に応用を含め非常に多くの研究がなされている．し
かし，p-ラプラシアンのように 1 階微分が 2 階項の係数に含まれるような準線形に対する研究
は少なく，研究の端緒が開いたばかりである． 
 
(2) 障害物問題は最適停止問題に，勾配拘束問題は特異制御問題に現れる応用上重要な方程式で
あり，これらの解はその大きさや勾配に関する条件に引っかかるとき方程式をみたさなくなる
ため，ある意味領域内部に境界が発生するという意味で自由境界問題と呼ばれる．また，障害物
問題や勾配拘束問題はベルマン方程式やアイザックス方程式で表される非発散型方程式である．  
 
(3) これら準線形方程式やその自由境界問題に対して粘性解による解析を行い，道具としての粘
性解理論の整備を発展させることが求められる． 
 
２．研究の目的 
  粘性解理論において，比較原理は解の一意性を導くという意味で解の適切性の中核をなす重
要なテーマである．また，粘性解は “本物の解” の候補であるのでその近さを表す正則性は自然
と気になる問題である．本研究では上述した準線形方程式や自由境界問題を含む完全非線形方
程式を念頭に，適切性や正則性，あるいはそれらを応用することを目的とする． 
 
３．研究の方法 
  Bernstein 法によるアプリオリ評価や二重変数法などこれまでの粘性解理論に加え，非線形随
伴法のような新しい技術を取り入れる． 
 
４．研究成果 
(1) 2 種の自由境界問題である障害物問題と勾配拘束問題の同値性を得た．より具体的には，勾
配拘束問題と，その勾配拘束条件から決まる障害物をもつ両側障害物問題について，それらの一
意粘性解が一致することを示した．本問題は 1971 年に Brezis-Sibony が変分問題において証
明したのが最初であるが，変分問題であるがゆえに方程式部分は発散型に限られていた．本結果
は粘性解の枠組みで扱っているため完全非線形楕円型も含むという意味で先行研究より広いク
ラスで示しているといえる．特に，1 階の方程式など完全に退化する場合も含む．その証明は，
勾配拘束条件から障害物を構成することと，障害物問題の解の Lipschitz 定数を評価すること
が重要である．勾配拘束問題はその具体例から一般に解をもたないことがあるため劣解の存在
を仮定することは自然である．その劣解は勾配拘束条件から eikonal 方程式の劣解となるため
Lipschitz 定数は 1である．この劣解を障害物問題の下側の障害物ととる．また，勾配拘束条件
を一つの方程式 (eikonal 方程式) としてみなし，その解を上側の障害物として設定する．この
設定の下で障害物問題の Lipschitz 定数の評価を用いると，障害物問題の解が勾配拘束問題の
解となる．逆に，上・下の障害物は障害物問題の優解・劣解なのでいつでも障害物問題の解が存
在するが，勾配拘束問題の解が障害物問題の解とならないとすると一意性に反する．本証明にお
いて一般的に明らかでない勾配拘束問題の一意性が重要な性質となるのでいくつかの条件の下
で比較原理を示したが，特異 p-Laplacian を含む完全非線形の勾配拘束問題に対する F-解の比
較原理を初めて示した．この F-解は放物型の場合に Ohnuma-Sato (1997) や Ishii-Souganidis 
(1995) で導入されたテスト函数を制限した粘性解の概念であるが，本結果において初めて楕円
型方程式に対して導入された． 
  一般に勾配拘束問題は障害物問題よりも解析が難しいが，本結果により障害物問題を解析す
ることに帰着できる．実際，本研究は元々別の問題で勾配拘束問題を扱うために考えたものであ
る．本結果で扱っている方程式は退化する場合を考えているため Lipschitz 定数の評価は 0 階
項の係数が重要であったが，退化しない場合であれば一様楕円性を用いて Lipschitz 評価を厳
密に行うことでより広いクラスで示せる可能性がある． 
 
(2) 半線形放物型方程式である藤田型方程式の藤田指数 (正値時間大域解の存在可能性を分け
る非線形項の臨界指数) の研究は非常に有名である．この藤田型方程式の完全非線形版の弱結
合による 2本の方程式系に対して，時間大域解の存在を示した．本結果ではまず時間局所解の存
在を示した．時間局所解の存在を示す際には Perron の方法を用いることを念頭に劣解と優解の
存在を示すのであるが，非線形項なしの Pucci 方程式の解を生成する半群を考え，その半群を用
いて通常の半線形藤田型方程式の場合のように積分方程式を考える．その解を縮小写像の原理



を用いて示し，それらが実際に元の偏微分方程式系の劣解，優解になることを示すことで，元の
方程式の時間局所解の存在を示した．また，比較原理も示し解が一意であることも示した．その
後，ある指数の条件に対して対応する固有値問題 (前方自己相似解を探す際に現れる方程式) の
固有値，固有函数を用いて時間大域的な優解を構成し正値時間大域解の存在を示した． 
  完全非線形では減衰レートが真に線形の場合と変わることが知られている．藤田指数は，拡散
効果からくる減衰レートと非線形項がもつ爆発レートが釣合う値とみなせ，本研究において扱
っているシステムは 2 階の項がそれぞれ別の非線形性をもつ場合を含むが，本結果における指
数の条件は線形の場合の優臨界に相当する条件の自然な拡張になっている．一方，技術的な問題
かもしれないが，2つの方程式が別の減衰レート，すなわち別の固有関数を持つせいでその比の
評価のために指数と楕円定数に関係する仮定を置いている．この条件の発見に新規性がある． 
 
(3) 完全非線形作用素をもつトーラス上放物型方程式の障害物問題の近似解の収束レートを調
べた．2010 年に L. C. Evans は解の微分評価のために非線形随伴法を導入し，その手法の一つ
の応用として粘性 Hamilton-Jacobi 方程式の粘性消滅法における収束レートを導出した．ここ
で非線形随伴法とは非線形方程式の線形化方程式の Green 函数を用いて元の解の評価を得る手
法である．我々はその手法を 2 階の線形一様楕円型方程式の障害物問題および勾配拘束問題に
適用し近似解の収束レートを求めた (Koike-Kosugi-Naito (2018))．その後，方程式について退
化する場合や，p-Laplace 作用素，平均曲率流に現れる作用素などを含む完全非線形の障害物問
題に対して非線形随伴法を用いて収束レートを示した．より具体的には，近似解の収束パラメー
タについての導函数の有界性を示すことで収束レートを導出している．そのために，Bernstein
法などの評価によりペナルティ項，解の 0階微分，1階微分の有界性を示しておき，随伴方程式
の解の評価，および解の 2階微分の可積分性を得る必要がある．また，2階の可積分性について
一様楕円型と退化楕円型では得られる評価が異なる．それにより，実際にはそのレートが最適で
あるか未解決だが，一様楕円の場合と退化する場合で収束レートが異なることが示唆された．ま
た，付録ではあるが，障害物問題の比較原理や退化の方程式に Bernstein 法を用いる際に必要と
なる 2 階項の係数に関する評価について放物型の場合の証明を明示した．本結果をまとめたも
のは国際会議のプロシーディングスに投稿し Accept が決定している． 
  本研究における近似解の構成は数値計算でしばしば用いられる penalization によるものであ
り，本結果は数値計算の際の離散化のサイズを決定できる可能性がある． 
 
(4) 人間の指を模した筋骨格構造をもつシステム (筋骨格システム) のフィードフォワード制
御可能性について考察した．動物は視覚等によるリアルタイムでのフィードバック制御により
運動を行っているが，実際運動の際には初期予測のみに基づくフィードフォワード制御を有効
活用しているという仮説を念頭に，本研究は筋骨格システムがフィードフォワード制御可能な
条件 (指や腱の長さ等パラメータの条件) を調べるものである．実際，どのような場合でもフ
ィードフォワード制御可能となるわけではないことを注意しておく．本研究で扱った具体的モ
デルは，屈曲点付き 1リンク 2筋システム，すなわち第一関節を含めた指先を模したシステムで
ある．先行研究では腕を模した 2 リンク 6 筋システムについて考察されているがある程度簡略
化されており，筋が関節を飛び越す際の巻き付きは考慮されておらず，本研究ではその巻き付き
を屈曲点として設定した．具体的には，仮想仕事の原理から目標位置での釣合い筋内力を求め，
それをフィードフォワード入力として，微分方程式論により漸近安定となるパラメータが存在
することを示した．また，得られたパラメータにおいて数値計算結果および実機実験結果も得た．
特に数値計算の際は指を模していることから筋骨格システムが動く範囲 (微分方程式における
解) に制限であり，それを障害物問題の penalization による近似方程式として取り扱っている． 
  一方，本研究ではフィードフォワード制御可能な十分条件を導出する際に大雑把な評価をし
ており，それは計算を行う際に規則性を持たせ証明を簡単にしているが，指のようなパラメータ
を含むことができていない．また，筋をワイヤのような剛体としているが，本来筋は粘性および
弾性をもつため，今後はそれらを考慮した場合について考察する必要がある． 
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