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研究成果の概要（和文）：本研究においては， 流体力学の基礎方程式として知られているストークス方程式に
対する領域摂動問題を数理解析的手法により考察する． 具体的には， 領域の汎関数と呼ばれているグリーン関
数や固有値が領域の摂動に伴い， どのような変化をするかを解析する． アダマール変分公式は領域形状と固有
値などとの関係を表す重要な道具としてしられており， 本研究では同公式を用いて「領域形状」と「流れ(流体
の速度ベクトル)」の関係性を中心に解析を行う． 

研究成果の概要（英文）：In this study, we consider the domain perturbation problem for the Stokes 
equations, which are known as the fundamental equations of fluid mechanics by the mathematical 
analysis. In particular, we analyze how the Green functions and eigenvalues changes under the domain
 perturbation. Hadamard variational formula plays an important role to investigate the relation 
between eigenvalues and the topological type of the domain. In this topic, we analyze the relation 
between “domain shape” and “flow (velocity vector of fluid)” by using this formula. 

研究分野： 偏微分方程式論

キーワード： 領域摂動　ストークス方程式

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
流体力学における領域摂動問題は，理論的側面だけではなく応用についても非常に重要な問題と言える．本研究
では，アダマール変分公式導出の見地から数理解析的手法により同問題や関連する領域摂動問題のスペクトル解
析について取り組むことを目指している．そして実際に，本研究を通してストークス方程式のアダマール変分公
式に対する基礎理論の考察や，均質等方弾性体の固有振動の新規課題について研究成果を上げることに成功して
いる．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
 
流体力学における領域摂動問題は，例えば，人工血管の形状決定の問題など，理論的側面だけ

ではなく，応用の観点からも非常に重要な問題意識と言える．アダマール変分公式というものは，
「固有値」と「領域形状」の双方をつなぐ役割を果たす重要な道具として，これまで数多くの研
究成果が挙げられてきた．本研究においては，同公式導出の観点から，主に流体力学における領
域摂動問題へアプローチしていく．また，同問題と関連した領域摂動におけるスペクトル解析を
行う． 
アダマール変分公式は，楕円型方程式の中で最も基本的な方程式として知られているラプラス

方程式に対して Hadamard(Memoreis des Savants Etrangers, 1908)で導出されて以来，領域
形状のデザイン問題の解析などに応用され, Fujiwara-Tanikawa-Yukita(Proc. Japan Acad. Ser. 
A Math. Sci., 1978)を始め数多くの研究が展開されている．しかしながら，流体力学の基礎方程
式であるストークス方程式に対しては，Jimbo-Ushikoshi(Far East J. Math. Sci., 2015)による
変分公式の導出から，その応用である Jimbo-Kozono-Teramoto-Ushikoshi(Math. Ann., 2017)
などが近年発表されてきたもののその数は少なく，同分野の「基礎理論の充実」と「その応用」
これら双方の研究の遂行が重要であると考えられていた． 
 
 
２．研究の目的 
 
本研究においては，ストークス方程式のアダマール変分公式の「基礎理論の充実」と「その応用」
について，流体力学における領域摂動問題への新しいアプローチを確立すること，および関連す
る問題についての領域摂動におけるスペクトル解析を行うことを目的とする．具体的には，次の
２点 
(1) 領域摂動に対するストークス方程式の固有値変分の解析に関する基礎理論の構築 
(2) 領域摂動問題に対する諸問題の解析 
に焦点をあて研究を遂行する． 
 
(1)については，固有値変分からの領域形状決定の問題への応用の基礎となる問題について取り
組む．これについては，先行研究である Jimbo-Kozono-Teramoto-Ushikoshi(Math. Ann., 2017)
によって，ディリクレ境界条件を課したストークス方程式の多重度のある固有値の変化がない
ような３次元有界領域の境界が，トーラスと同相になることが明らかになった．しかしながら，
この結果は 3 次元に限定した議論であり，2 次元や４次元以上の領域の幾何学的特徴付けがなさ
れておらず課題になっている．一方，ラプラス方程式の固有値について，Ozawa(Proc.Japan 
Acad. Ser. A Math. Sci., 1979)においては，熱核のトレースの t→0における漸近展開公式を用
いることで，任意次元の領域形状について言及している．そのため非定常ストークス方程式の変
分公式の導出が，同方程式の固有値の変分による任意次元の領域形状決定の問題への鍵を握る
と考えられる．また，自由境界値問題への応用を見据え部分的スリップ境界条件を課した場合の
ストークス方程式の固有値問題についても考察する． 
 
(2)については，関連する領域摂動問題として，断面が非一様な均質等方弾性体の変形に対する
固有振動の漸近解析について研究を行う．同問題について，とても細い板状の弾性体の固有振動
の解析は Ciarlet-Kesavan(Comput. Methods Appl. Mech. Eng., 1981)を始め大変多くの研究が
ある．しかし，とても細い柱状の弾性体の場合は，数学的な取り扱いの困難さがあるため遅れて
研究がなされ Kerdid(C. R. Acad. Sci., Paris, Ser. I, 1993)などにより，断面が一様な柱状弾性
体についての固有値の漸近展開の研究成果がある．そして近年になって Jimbo-Rodriguez Mulet 
(J. Math. Soc. Japan, 2020)によって，断面が非一様な柱状弾性体の小さな固有値に対する考察
がなされた．同論文においては，断面の xy 方向に関して，同じ比率で太さに違いのある弾性体
の固有値の比較が考察されている．一方，断面が xy 方向に関して極端なアスペクト比を持つよ
うな場合については明らかになっておらず本研究ではその解析を行う． 
 
 
３．研究の方法 
 
(1) 領域摂動に対するストークス方程式の固有値変分の解析に関する基礎理論の構築 
ディリクレ境界条件を課した非定常ストークス方程式の基本解に対するアダマール変分公式の
導出を行う．これについて，定常問題のグリーン関数に対する変分公式は，Fujiwara-Ozawa 
(Proc. Japan Acad., Ser. A, 1978)の手法を土台に，Ushikoshi(Manuscr. Math., 2015)の一連の
研究で明らかにされている．その際に鍵を握ったのはアプリオリ評価による領域摂動パラメー



タに関する一様評価の導出である．また，ディリクレ境界条件を課した熱方程式の基本解に対す
る変分公式を導出した Ozawa(J. Math. Soc. Japan, 1982)においてもアプリオリ評価を用いる
ことで基本解の領域依存性を明らかにしている．そこで，本研究においては，Solonnikov(J. Sov. 
Math., 1977)のアプリオリ評価を用いて，非定常ストークス方程式の基本解の領域依存性につい
て解析を行い，さらに部分積分による式変形を行うことで変分公式の明示的な表現を導出する
ことを目指す．また，自由境界値問題への応用の観点から，境界の摩擦の影響も加味したスリッ
プ境界条件下におけるストークス方程式の固有値に対して，固有値と固有関数がどれくらい境
界の摩擦の影響を受けるかについて詳細に考察する． 
 
(2) 領域摂動問題に対する諸問題の解析 
Jimbo-Rodriguez Mulet (J. Math. Soc. Japan, 2020)では，現代の変分法的手法を用いて既存の
研究の手法を整備することによって，３次元の特に「断面が非一様な」柱状弾性体の解析を可能
にした．具体的には，弾性体の固有値は 2 乗のオーダーで小さくなり，その際の主要項の係数は
4 階の常微分方程式の固有値として特徴付けられることを明らかにした．ここで，この常微分方
程式の係数は元の弾性体の断面によって定まる関数で与えられている．このような固有値のオ
ーダーと，その係数の特徴付けを行う為には，リファレンス領域へのスケール変換の設定と，そ
の変換で得られる弾性体のエネルギーの式から，極限関数と固有値の主要項についての関係式
を抜き出すための良いテスト関数の構成が重要であった．本研究で取り扱った弾性体の断面が
xy 方向に関して極端なアスペクト比を持つような場合については，既存の研究と本質的に異な
る現象を扱うことになるため，まずは Jimbo-Rodriguez Mulet (J. Math. Soc. Japan, 2020)の
解析方法のエッセンスを見極めることで証明の簡略化を目指し，テスト関数の構成方法につい
て検討していくことを目的とした． 
 
 
４．研究成果 
 
(1) 領域摂動に対するストークス方程式の固有値変分の解析に関する基礎理論の構築 
Ozawa(J. Math. Soc. Japan, 1982)の手法を土台に，ディリクレ境界条件を課した非定常ストー
クス方程式の基本解について考察を行なった．同問題においては前述の通りアプリオリ評価を
用いた基本解の領域依存性の解析が重要な鍵を握る．ラプラス方程式の場合のアプリオリ評価
は，解が「外力」と「境界値」によって制御されているため，領域の依存性が既知関数により書
き換えることができた．しかしながら，ストークス方程式の場合は，非圧縮条件を満たさない一
般の外力に対しては，未知関数を制御するために「境界データ」に加えて「外力の射影成分」の
ノルムが必要になる．これが，領域依存性の解析を最も困難にしている点といえる．その為，ス
トークス方程式の場合においては，外力の射影成分の評価を領域依存性の解析を含め別途考察
する必要がある．これは本質的に楕円型方程式の解の領域依存性の解析が新たに必要となるこ
とを意味しており，本研究により継続して議論が必要になる点を明確化することができた．また，
境界の摩擦の影響も加味したスリップ境界条件下においてストークス方程式の固有値と固有関
数がどれくらい境界の摩擦の影響を受けるかについては，Max-Min 法を用いた固有値の連続性の
解析と共に，同方程式に関連する双線形形式の領域依存性パラメータの一様評価のより詳細な
議論が必要であることが明らかになった． 
 
(2) 領域摂動問題に対する諸問題の解析 
Jimbo-Rodriguez Mulet (J. Math. Soc. Japan, 2020)の手法を土台に，断面が非一様な柱状弾性
体の小さな固有値に対して考察した．本研究においては，xy 方向に関して極端なアスペクト比
を持つような場合を取り扱ったため，既存研究で用いられた極限関数の形をしたテスト関数を
そのままに用いると固有値の極限値を含んだ関係式の導出のために必要な条件を得ることがで
きない．そのため，既存の研究における本質的なアイデアを抽出し，証明の改良を含め考察し直
すことを考えた．そこで，まずは既存の研究において，固有値の極限値の条件式の導出方法につ
いて，レイリー商からなる汎関数のミニマイザーをテスト関数として選ぶことで，余分な項に対
する議論を介さず必要な条件式を導出することができないかという着想に至り，既存の研究の
証明の簡略化に成功した．この議論を礎に，本研究で考察する問題のテスト関数の構成を行うこ
とで，部分的に必要な条件式の導出をすることができた．そのため，後は試行錯誤を重ね，もう
一つ補助的にテスト関数を構成することで，固有値の極限値の関係式の導出に成功した．これら
の思考を経て，結局，固有値は収縮の度合いが大きい方の影響を受けて小さくなることが明らか
になった．また，その主要項は Jimbo-Rodriguez Mulet (J. Math. Soc. Japan, 2020)と同様に，
４階の常微分方程式によって特徴付けられることも証明できた． 
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