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研究成果の概要（和文）：細胞運動や液滴運動など境界や膜を持つ現象の数理モデルに共通する、外力を持つ平
均曲流方程式に着目して、スポットの形状を保ちながら一定方向に進む解の理論解析を行なった。その結果、以
下のことがわかった：(1) 外力が正値であれば、スポット状の進行波解は一意に存在する。(2)外力が負値であ
れば、スポット状の進行波解は存在しない。  (3)外力が符号変化して一定の条件を満たせば、スポット状の進
行波解は一意に存在する。(4)スポット解の形状は全て凸で、不安定であることがわかった。

研究成果の概要（英文）：We studied the mean-curvature flow with driving force which is derived from 
some mathematical models, such as cell-locomotion and droplet motion. As a result, we have the 
following results : (1) if the driving force is positive, there exists a unique compact traveling 
wave (CTW) solutions. (2) if the driving force is negative, there does not exists any CTW solutions.
 (3). if the driving force is sign-changing and some conditions are satisfied, there exists a unique
 CTW solutions. (4). if CTW exists, every CTW is convex and unstable.  

研究分野： 数学

キーワード： 平均曲率流方程式　進行波解

  ２版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
偏微分方程式で記述される数理モデルにおいて、スポット状パターンの発生メカニズムは未だ明確にはわかって
おらず、現在もモデル構築の際は、経験則に頼るところが多い。このため、より複雑な形状のパターンへの解析
が滞っている。本研究成果は、スポット状の物質が移動する現象の数理モデルを考えた時に、その構築方法や解
の振る舞いの解析の手助けになると考えられる。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 

自然界において、細胞運動や油滴の運動、Hele-Shaw bubblesや神経細胞などの活動電位な

ど、閉じた曲線や曲面が一定方向に移動する現象は色々なところで確認されていた。近年、

興味深いことにこれらの現象に関連する数理モデルがいくつか提唱されており、外力を持

つ平均曲率流方程式によって記述されるものがいくつか存在する。これらの研究は、実験や

数値計算ではしばしば確認されているが、その複雑さから理論解析に関しては、ほとんど何

もわかっていない状態であった。 
 
 
２．研究の目的 
 

本研究では、細胞運動や液滴運動などと関連する数理モデルに着目して、それらに共通する

数理構造の解明を行うことである。そのために、本研究では、たくさんある数理モデルの中

から、いくつかのモデルに共通して出現する「外力を持つ平均曲率方程式」に着目して、そ

の解析を行った。具体的には、形状を一定に保ちながら一定の方向に移動する進行波解の解

析を行った。進行波解の理論解析の多くは空間 1 次元の結果であったり、また空間 2 次元

以上の場合は全空間で定義される Grim Reaper や V 字型進行波などの全域解であり、閉じ

た曲線や曲面に関する結果はほとんど報告されていない状況であった。そこで、まずは軸対

称のものや、凸形状のものの存在や一意性について調べていくことにした。 
 
 
３．研究の方法 
 

閉曲面の進行波解の構造を調べるために、まずは閉曲面に関する幾何学的な性質を調べ、その

後、楕円型や放物型の偏微分方程式の可解性に関する結果を調べた。また、近年 Chen-

Kohsaka-Ninomiya (2014)や Ninomiya-Monobe(2017)により、自由境界問題におけるコンパクトな進

行波解の存在が議論されており、それらの結果を応用出来ないか考察をした。また、Mathematica

や C 言語など数値計算を用いて、解のダイナミクスに関する情報を先験的に予想し、そこからどの

ような理論解析が有効であるかを予測した。その他には、進行波解の解析に詳しい、国内外の研

究者である Ninomiya, Taniguchi, Hamel などと情報交換を行い、研究を進めた。 
 
 
４．研究成果 

 

外力を持つ平均曲流方程式に着目して、スポットの形状を一定に保ちながら一定方向に進

む解の理論解析を行なった。本研究では、外力の自由度と異方性の自由度になるべく一般性

を持たせて、どのような条件下でスポット状の進行波解(コンパクトな進行波解)が存在する



のか、形状はどのようになるのか、安定性はどうなるのか、について研究を行なった。 

 

(A) 空間 2 次元における結果 

空間 2 次元の場合は、閉曲線の構成が重要となるが、曲線が閉じる条件が明らかなことも

あり比較的に解析がうまくできた。以下のことがわかった：(1) 外力が正値であれば、スポ

ット状の進行波解は一意に存在する。(2)外力が負値であれば、スポット状の進行波解は存

在しない。  (3)外力が符号変化して一定の条件を満たせば、スポット状の進行波解は一意

に存在する。(4)スポット解の形状は全て凸で、不安定になる。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

これらの研究結果は、論文にまとめて数学の学術雑誌である Transaction of the American 

Mathematical Society に投稿し、最終的には受理された。 

 

(B) 空間 3 次元以上における結果 

空間 3 次元またはそれ以上の場合は、閉曲面になるための条件が難しいため、2 次元のよう

に解析をすることができなかった。この問題は Christoffel 問題と呼ばれる微分幾何の問題

と深く関係しており、本研究を進める上でより深い研究の知識が必要となることが予想さ

れた。そこで、本研究では、最初のステップとして軸対称なスポット解を見つけることから

解析を始めることにした。その結果、2 次元の結果

と類似した以下の結果を得ることができた： 

(1) 外力が正値であれば、スポット状の進行波解は

一意に存在する。(2)外力が負値であれば、スポッ

ト状の進行波解は存在しない。 (3)スポット解の形

状は全て凸で、不安定である。 

2 次元の場合は、外力が符号変化しても解析をする

ことができたが、3 次元以上になるとわからなかった。 

なお、これらの結果は現在論文にまとめて学術雑誌に

投稿する予定である。 

 

(外力が正値の場合) (外力が符号変化する場合) 

(軸対称なスポット解のイメージ) 
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