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研究成果の概要（和文）：本研究では，病院，役所，学生食堂，空港など人に対してサービスを提供するシステ
ムを表現する待ち行列モデルの解析法を考察した．このようなシステムの大きな特徴は，利用要求の到着頻度が
時刻に依存して異なること，ならびに，多くの場合，受付期間が有限であるという点である．本研究では，本質
的に時間軸を離散化する近似に依拠している従来のアプローチとは異なり，数値計算に適しておりかつ汎用的な
モデルのクラスを新たに導入することで，連続時間システムを数値的に直接取り扱う方法論を確立した．

研究成果の概要（英文）：In this study, analytical  methods for queuing models that represent systems
 providing services to people, such as hospitals, municipal offices, student cafeterias, and 
airports were considered. A specific feature of such systems is that the rate of arrivals varies 
depending on the time, and in many cases, the reception period is finite. Unlike traditional 
approaches that essentially rely on the approximation of discretizing the time axis, this study has 
established a methodology to numerically handle continuous-time systems directly by introducing a 
new class of models that are suitable for numerical calculations while being versatile.

研究分野： 待ち行列理論

キーワード： 待ち行列理論
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研究成果の学術的意義や社会的意義
通常の待ち行列モデルではシステムへの利用要求の到着の性質が時間的に不変であることを仮定した上で，非常
に長い時間経過したときの平均的な系の振る舞いを考察しているが，このようなモデルは，病院や空港といっ
た，人が利用するサービスシステムには必ずしも適合しないという問題点がある．到着の性質が時間に依存する
待ち行列については過去にも研究があるが，時間依存性に対する表現方法が必ずしも柔軟でないという課題があ
った，本研究は，新しい時間依存性を表す方法として新しいアプローチを導入し，このような待ち行列モデルの
分析法を学術的に進展させたものである．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 
多数の利用者が限られた資源を共有するとき，そこにはしばしば混雑や待ちが発生する．空港の
保安検査場における混雑や，病院外来での待ち，スーパマーケットの会計待ちなどは，その典型
例である．混雑や待ちは多くの場合サービスの品質に直結するため，その定量的把握がサービス
提供者にとって重要な課題となる．このような場面において用いられるのが，待ち行列理論であ
る．待ち行列理論では，混雑や待ちが生じる状況を抽象化した「待ち行列モデル」が考察の対象
となる．これは，システムに到着した「客」が順番に「サービス」を受けて，サービスを受け終
えた客はシステムから離脱するというモデルであり，その単純さゆえに，非常に幅広い状況に適
用可能である．通常は，客の到着間隔と，一人あたりのサービスに要する時間が，それぞれ非負
の確率分布に従う確率変数であると仮定することで，システムの時間発展を確率過程として定
式化する． 
標準的な待ち行列理論では，サービス利用者の到着を支配する確率過程が時間的に同質である
とする，「斉時性」の仮定が本質的となっている．通常は，この仮定に加えて，観測期間が無限
とみなせるほど長いという前提の下，各種の定常分布が性能評価指標として用いられる．これら
は，短期間に非常に多数の利用要求が多重化されて到着する，情報通信ネットワークや計算機シ
ステムにおいては比較的妥当な仮定である一方，病院や空港などのサービス施設では大半の場
合，このようなモデルの適用は難しい．これは，多くのサービス施設で生じる待ち行列に共通す
る性質である，到着の非斉時性ならびに受付期間の有限性が，待ち行列のダイナミクスに大きな
影響を与えるためである． 
 
２．研究の目的 
本研究では，上記のような到着の非斉時性ならびに受付期間の有限性という，病院，役所，学生
食堂，空港など人に対してサービスを提供するシステム(サービスシステム)を表現する待ち行列
モデルの解析法ならびにデータ分析法を考察することを目的とした．従来より，このようなシ
ステムは到着率が時間に依存する待ち行列としてモデル化され，その解析法が考察されて
きたが，従来の数値計算アプローチはいずれも本質的に時間軸を離散化する近似に依拠してお
り，連続時間システムを数値的に直接取り扱う方法論は報告されて来なかった．本研究では特に，
このような取り扱いの難しい問題に対して，新しい数理的アプローチを与えることを目指した． 
 
３．研究の方法 
本研究では，相型分布が非負確率分布を任意の精度で近似可能であるという数学的事実に
着想を得た，新しい時間依存関数のクラスを導入するというアプローチにより，上記の目的
の達成に臨んだ．一般に，(有限状態の) 相型分布の確率分布関数，補分布関数ならびに確率
密度関数は，離散確率分布であるポワソン分布の確率関数を用いた非負整数の重み付き和
として表現することができる．すなわち，相型分布の汎用性の高さは，非負実数列のポワソ
ン確率関数を用いた重み付き和によって表現される実関数全体がなすクラスが，数理モデ
リングを行う上で非常に有用なほどに広い範囲をカバーするものとなっていることを意味
する．よって，待ち行列モデルにおける非斉時性をこのような関数形に限定して取り扱うこと
によって，実用上の一般性はほとんど失われない． 
一方で，このようなポワソン確率関数を用いた重み付き和として表現される関数のクラスは，待
ち行列モデルの解析上現れるさまざまな演算に関して閉じており，関数を厳密に同定するため
には高々可算無限個の非負実数を特定するだけでよい．さらに，ポワソン確率関数は当然，裾野
において減衰するため，数値計算上は，有限個の非負実数値を求めるだけで関数が定まることと
なる．本研究では，このような着眼点に基づいて，到着の非斉時性ならびに受付期間の有限性を
組み入れた待ち行列モデルに対する新しいモデリングならびに解析アプローチを探求した． 
 
４．研究成果 
前述のアイデアに基づいて，非斉時性を有する連続時間マルコフ連鎖の新しいクラスを定
義した．具体的には，斉時な連続時間マルコフ連鎖の推移速度行列のなす系列を考え，その
系列に対し，時刻を平均値のパラメータとして組み入れたポワソン確率関数による重み付
き和として，非斉時の連続時間マルコフ連鎖の推移速度行列を定義した．そして，このよう
な形式で表される非斉時の連続時間マルコフ連鎖のなすクラスについて考察した． 
まず，本研究で導入した非斉時連続時間マルコフ連鎖は，有限時間区間上で定義された，あ
らゆる (有界な推移速度をもつ) 非斉時連続時間マルコフ連鎖を任意の精度で近似できる
ことを数学的に証明した．この結果は，本研究で導入した非斉時連続時間マルコフ連鎖がな
すクラスは，相型分布が待ち行列モデリングにおいて汎用的な役割を果たしているのと同
様に，非斉時性ならびに受付期間の有限性を有する待ち行列に対するモデリングの道具として
の高い汎用性を有していること示している． 



さらに，本研究では，このように導入した非斉時連続時間マルコフ連鎖に対し，状態空間が
有限であるという仮定の下で一般に適用可能な数値計算アルゴリズムを確立した．このア
ルゴリズムは，従来の手法とは異なり，時間軸の離散化を行うことなく，連続時間非斉時マ
ルコフ連鎖の過渡状態確率を直接計算することを可能にするものである．また，この計算ア
ルゴリズムは非負実数の加算ならびに乗算のみから構成されているため，桁落ちに代表さ
れるような数値的精度低下が起こらない，安定な手法となっている． 
本研究課題では上記に加えて，これと関連の深い研究を複数行っている．一つは，人を対象
とするサービスシステムにおいてしばしば見られる，行列への参加放棄や途中退去といっ
た性質を考慮した待ち行列モデルに関するものである．特に，部分情報のみが得られるデー
タからモデルパラメータを推定する問題を考え，適切な尤度関数の設計に基づいたパラメ
ータ推定手法を考案し，さらにその漸近的性質について数理的結果を導出した．他にも，上
記で述べた数理的アプローチとは異なり，データ駆動型の研究も実施した．これは，病院外
来において収集・蓄積された実データに基づいたものであり，日々の確率的変動が非常に大
きい待ち行列システムに対し，サービスシステムの処理能力 (キャパシティ) を推定する方
法に関するものである．  
本研究で得られた成果は，非斉時性ならびに受付期間の有限性という，人が利用するサービスシ
ステムにおける混雑現象をモデル化するための数理的道具立てを与えるものである．特に，本研
究課題の主結果は，従来は困難であると思われていた，連続的にシステムパラメータが変化する
状況に対する解析を計算機上で直接行うことを可能にすることを示した初めての成果であり，
大きな学術的なインパクトをもつ．今後は，本研究課題において整備した数理モデリングのアプ
ローチに基づいて，様々な実システムにおける混雑現象をそのシステム特有の状況を組み入れ
たモデルによって解析するという応用的発展や，今回導入した非斉時マルコフ連鎖のクラスを
より一般的な状態空間ならびに確率法則を有する確率過程へと拡張するという理論的発展など，
複数の方面でのさらなる進展を視野に入れている． 
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