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研究成果の概要（和文）：大規模連立一次方程式の反復数値解法を例に，その並列計算の信頼性を論じた．数値
解法の中には，逐次計算を念頭においたアルゴリズムも多く，逐次計算で収束する場合も並列制御なく並列計算
をおこなうと結果が正しいとは限らない．このような問題点に対し，Gauss-Seidel法の場合に，理論的な視点か
ら(1)並列数値計算の実行過程の数理モデル化，(2)並列計算が収束する十分条件の証明，(3)逐次計算では収束
するが分散処理を明示せず並列計算を行った場合に解に収束しない例の構成をおこなった．また具体的な輻射輸
送方程式の並列計算に適用し，得られた十分条件の実用性を確認した．

研究成果の概要（英文）：We discussed the reliability of parallel execution of numerical schemes. The
 main target in numerical computations is solving systems of linear equations, and we treated the 
Gauss-Seidel iteration in the current research. The results are (1) construction of a mathematical 
model of parallel execution status, (2) proving a sufficient condition for convergence, and (3) 
constructing a counter example where 
the serial computation converges and the parallel execution diverges. Practicality of the proposed 
criteria is also shown by applying it to computation appeared in science and technology.

研究分野：数値解析学
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  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
数値計算は，現代社会を支える基盤技術であり，その理論的な信頼性の担保は必須である．従来，このような分
野は理論数値解析学で扱われてきたが，昨今の急速な計算機ハードウエアの高性能化，特に並列計算環境の進歩
との乖離も否めない．特に処理速度のみに着目して無秩序な並列化がおこなわれると，従来理論・手法では信頼
性があったものが正しく動かず，数値計算が支える生活や技術開発の停滞が危惧される．この点に対し，本研究
では数値計算の「正しさ」の枠組みを再考するとともに，大学学部教育での問題意識の提示，実用性，昨今のデ
ータ科学における「再現性」との共通点など，多様な話題を包含する研究テーマである．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
 
科学・技術数値計算は，決して最先端の研究でのみもちいられているわけではなく，我々の現代
社会を支える基盤技術であり，いずれにおいても確固とした信頼性が求められる．「理論数値解
析学」とよばれる分野では，数値解法の信頼性を厳密に論じ，現代の数値計算の利用を根底で支
えている．数値解法の正しさという問題意識は，電子計算機の登場以前から各種の数値解法の提
案と同時に起こってきたものであり，スキーム（数値解法）の提案，安定性解析，誤差解析など
のために，多様な数学理論と密接に関連しながら発展してきた． 一方近年では，先端科学・技
術や日常生活で解くべき問題の多様化，問題規模の増大，数値解法の複合・複雑化，ソフトウエ
ア・ライブラリやハードウエアの高性能化などが進展し，数値計算への期待と普及が一層高まっ
ている．特にソフトウエア・ライブラリやハードウエア進展は目覚ましく，エンドユーザが特に
計算機の構成を意識せずとも高パフォーマンスを引き出せるよう，工夫がなされている．そのよ
うな状況であっても，従来の数値解法の幾つかは有力な手法として利用されているが，その信頼
性解析は逐次計算が念頭におかれて計算順序を厳密に指定したもとでのスキームの信頼性が論
じられることも多い．最新の並列計算機の実情から乖離し始めた場面もあるが，種々の並列計算
過程を全て念頭におき，これまで逐次計算で展開されてきた計算の信頼性を，理論数値解析学の
視点から厳密に論じるのは，数値計算環境の多様性を考慮すると非現実的である．これに代えて
「逐次計算が正しいので，並列計算も正しい」「テスト問題で計算したところ，結果が正しいよ
うである」という，経験的な希望から並列計算が行われているのが実情である，しかしながら，
並列計算過程における厳密な正しさの追求をあきらめ，計算速度の高速化のみを目的として並
列化した場合，計算のたびに計算結果が異なったり，理論的に正しさの保障されない数値結果が
出力され，数値計算という手法に対する信頼性の低下が懸念される．一方で，従来型の計算の信
頼性に固執するあまり，最新の並列計算環境のパフォーマンスを活用できなければ，問題の複雑
化や多様性を解決する手段がなく，科学・技術の停滞も懸念され，そのバランスをとる新たな価
値観が求められている． 
 
２．研究の目的 
 
本研究の目的は，種々の並列計算システムにおいて，計算結果が異なっても，その計算結果が正
しいことを保証する枠組みと事例の考察にある．計算機システムの複雑化に伴い，現在では，数
値計算ライブラリや数値計算ライブラリ，ハードウエアといったレイヤ毎に「計算結果が同一で
ある（計算結果の一貫性）」ことを指標として計算が正しいとされてきた．一方，特に科学・技
術を対象とする数値計算のユーザが必要としているのは，如何なる計算環境で，どのような負荷
状況で計算しても「結果が同一であること」ではなく，「解くべき問題の設定において，結果が
正しい，あるいは正しい近似結果が得られている」ことであると考えられる．並列計算において
は，高速性の達成のために実行時の動的負荷分散や演算順序の交換などが効果的と考えられる．
このような非決定的な動的最適化のうち，特に演算順序が動的に変更される場合や，共有メモリ
計算機での競合状態（race condition）は昨今の計算機ハードウエアでは頻繁に起こると考えら
れるため，これらを対象とした動的最適化に対する信頼性解析は，数値計算の基礎技術として極
めて重要と考えられる． 
 
３．研究の方法 
 
目的を達成するために，大規模連立一次方程式の反復数値解法である Gauss-Seidel 法を例に，
その並列計算の正しさを論じる．この Gauss-Seidel 法は，疎行列であらわされる連立一次方程
式の基本的な数値解法である．特に超大規模問題においては，メモリの使用量とメモリアクセス
の軽減が重要であるが，そのアルゴリズムではメモリへの書き込み・読み込みが，すなわち演算
順序が厳密に指定され，本質的に逐次計算が要求される．係数行列が物理的あるいは工学的に自
然な設定のもとで，Gauss-Seidel 法で生成される列が連立方程式の厳密解に収束することはよ
く知られており，その実装の容易さもあって，大規模問題において有力な数値解法として利用さ
れている．一方，近年普及している共有メモリ計算機において制御なく並列計算をおこなった場
合に，もしメモリアクセスの競合状態（race condition）が生じると，計算のたびに結果が異な
り，見かけの信頼性が低下する．計算結果の信頼性を論じるために，どのように計算しても計算
結果が同じであること（結果の一貫性）は明快である反面，極めて許容範囲の狭いものである．
一方，超大規模連立一次方程式が現れる場合，その近似解が得られれば満足されることも多い．
このような数値計算を利用する立場からは必ずしも結果の一貫性は必要ではない．本研究でも
この視点から信頼性評価に取り組んだ． 
研究の本質は以下のとおりである．昨今普及している共有メモリ型並列計算を考える．演算順序
が指定された漸化式において，漸化式の各項をメモリ中に別々に保持するのではなく，同じメモ
リ位置に保持する実装を考える．あるスレッドが漸化式にしたがって更新された値を読み込む
ためには，この読み込みの前に，更新値がメモリに書き込まれていなければならない．しかし，
この更新値を別のスレッドが計算している状況で書き込みが遅れた場合，更新値を必要とする
スレッドは更新前の値を読み込む可能性があり，理論的な演算順序にしたがった計算がなされ



ない．これを防ぐために，一般にはスレッド間同期や排他制御がもちいられるが，それらを多用
すると，計算の一貫性は担保されるものの，計算機の速度性能を最大限に活用することができな
い．そこで，計算の信頼性を，結果の一貫性という指標で評価するのではなく，科学・技術計算
のユーザ視点からの評価をおこなうことに意味があると考え，この立場から研究に取り組む．そ
のために，自然現象をあらわす具体的な数理モデルの数値計算もおこない，得られたフレームワ
ークの実現性を確認する． 
 
４．研究成果 
 
並列計算過程のモデルを構築するための事例研究，数理モデルの確立と解析をおこなった． 
まずメモリ共有型並列計算を実現する典型的なハードウエアであるマルチコアの中央演算処理
装(Central Processing Unit; CPU)と画像処理用プロセサ(Graphics Processing Unit; GPU)に
よる並列計算環境の構築をおこなった．次に，この環境をもちい，並列数値計算の事例研究とし
て，藤原(代表者)は光伝播に現れる微分積分方程式の離散化で得られる連立一次方程式を，吉川
(分担者)は音響問題に表れる積分方程式の離散化方程式に対して，種々の並列数値計算をおこ
ない，事例を積み重ねた．さらにそれらの結果に基づき，基本的な定常反復法であり逐次計算が
前提とされている Gauss-Seidel 法を取り上げて，（１）並列計算過程を記述する数理モデルを構
成し，（２）その収束性のためのある十分条件を示し，（３）研究背景として危惧される，逐次計
算では収束する Gauss-Seidel 法を，分散処理を明示せず並列計算を行った場合に計算が収束し
ない例(反例)を具体的に構成した．Gauss-Seidel 法の計算手順や収束解析は，逐次計算を前提
として論じられる．そのため，逐次実行を前提として実装した計算機プログラムを並列計算機で
実行しても収束するとは限らず，実行毎に収束・発散の双方がみられる場合が起こりうることが
経験的に知られている．（２）の結果は，逐次計算を前提とする Gauss-Seidel法が並列計算でも
ある条件下で有効であることを示すものの，（３）の結果は無条件では収束を保証できないこと
を意味している．この結果，（１）のフレームワークにのっとり，（２）で示した以外の Gauss-
Seidel 法の並列計算の収束条件の証明，さらには収束するための「良い」十分条件の探索が今
後の課題のひとつとして挙げられる．また，この十分条件をプログラムとして実装（すなわち，
計算手順をプログラムで指示）して，上述の光伝播に現れる微分積分方程式の数値計算をおこな
ったところ，逐次計算に比べて計算時間は十分に短縮され，CPU, GPU の双方の並列化における
特徴を生かした高速化が実現されることを確認した．この結果は，（２）で得た収束判定のため
の十分条件が理論的なものではなく，実際の数値計算においても実用的であることを示すもの
である． 
この光伝播に現れる微分積分方程式は超大規模問題であるため並列計算が不可欠であるが，広
く利用される GMRES ではメモリが不足し，BiCGSTAB では収束性の理論的な事前評価が十分でな
く，得られた計算結果に対して事後誤差的に残差が十分小さいので厳密解を十分近似している
という事後説明か，逐次計算が正しいので並列計算も正しいとされていたものである．これに対
して本研究の結果により，その並列数値計算結果の正しさが理論的に正当化されたことは，実用
上も十分に意義の高いものである．また，この結果からこの数値計算に基づく医用画像に関する
逆問題の数値実験に進展がみられるなど，本研究の応用も直ちに開始された． 
本研究は特に連立一次方程式の反復解法の並列化を対象としたが，研究遂行過程において研究
交流の中で，近年注目されるデータ科学分野においても，同じような信頼性が問題となっている
ことが判明した．具体的には，同じアルゴリズムで同じ母集団であっても，異なるデータセット
が得られる場合があり，数値計算の出力としては異なる結果が得られるが，それをどのように位
置づけるか，という問題である．すなわち，本研究では演算順序依存性を考慮した計算結果の信
頼性を議論したが，今後，数値計算が社会の根底を支えるデータ学・データ科学も利用れるため
には，「もちいるデータに依存しない科学・技術計算の再現性」の重要性を強く認識し，今後，
これらの概念を含めた総合的な研究が必要であると考えられる 
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