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研究成果の概要（和文）：確定特異点および不分岐な不確定特異点を許す代数曲線上の安定放物

接続のモジュライ空間を構成し, 対応するリーマン・ヒルベルト対応の基本性質を示した．こ

れにより線形微分方程式のモノドロミー保存変形によって得られる非線形微分方程式の幾何学

的パンルヴェ性を厳密に示し, モノドロミー保存変形の幾何学を確立し, 高階パンルヴェ型方

程式の岡本初期値空間の理論が可能になった. 高次元双有理幾何学, ミラー対称性に関わる幾

何学の研究の進展と合わせて，代数幾何と可積分系の深い関係が明らかになりつつある． 
研究成果の概要（英文）：We gave an algebro-geometric construction of the moduli spaces of 
stable parabolic connections over curves with unramified singularities,  and showed the 
fundamental property of the Riemann-Hilbert correspondences. These results showed the 
geometric Painleve property of the nonlinear  isomonodromic differential equations 
and established the geometry of isomonodromic deformations of connections, which 
enables us to investigate the phase space of differential equations deeply such as  
Okamoto’s space of initial conditions for classical Painleve equations.  Together with 
the progress in the field of higher dimensional birational geometry and the geometry 
related to mirror symmetry, these results reveal deep relations between algebraic 
geometry and integrable systems.   
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１．研究開始当初の背景 
 代表者等のパンルヴェ方程式の研究を通
じて, 可積分系の相空間の代数幾何学的方
法の有効性が明らかになった．特に線形接 
続のモノドロミー保存変形を代数幾何学的
なモジュライ理論で精密に取らえる事の有
効性が認識された．一方, 高次元代数幾何 

の森理論や極小モデル理論の進展, 新しい
可積分系の発見等があり両分野の深い関係
も明らかになりつつあった．加えて 数理物
理に源をもつ, ミラー対称性や量子コホモ
ロジーにおける様々な予想に関して, 代数
幾何と可積分系の関連を強く示唆する結果
が報告されていた.  

機関番号：14501 

研究種目：基盤研究 (S) 

研究期間：2007～2011   

課題番号：19104002 

研究課題名 (和文)   代数幾何と可積分系の融合と新しい展開 

                     
研究課題名（英文） New developments and interaction between Algebraic Geometry 

and Integrable Systems 
研究代表者 

齋藤 政彦（SAITO MASA-HIKO） 

神戸大学・大学院理学研究科・教授 

研究者番号：80183044 



 

 

２．研究の目的 
可積分系の相空間の幾何学をモジュライ

理論や高次元双有理幾何学を用いて, 明解
かつ精密に扱える基礎理論を構築し, 代数
幾何および 可積分系，そして関連分野のさ
らなる発展を図る事である．併せて,  量子
コホモロジーやミラー対称性予想の明解な
数学的理解が可能となる基礎理論を構築す
る事も目的とした．具体的には, 次の3つの
研究目的を掲げた． 
(1) モノドロミー保存変形の幾何学の確立 
(2) 高次元双有理幾何学の研究と可積分系

への応用 
(3) 量子コホモロジー, ミラー対称性の数

学的理解 
３．研究の方法 
 上記の研究目的の達成の為に, 研究代表者, 
研究分担者, 連携研究者を 3つの具体的な研
究目的に沿った大まかなグループ分けをし, 
各研究者がそれぞの分野の研究を追求する
とともに, 得られた結果や成果を，セミナー
や研究集会の機会に発表し, 情報共有や討
論により問題点の解決方法を探った．研究の
遂行上, いくつもの異なる分野に深い知識と
経験が必要となり, 当該分野の専門家が研
究チームにいない場合は, 国内外の第一人者
を招聘したり逆に訪問して, 討論し専門的
知識の供与を受け，場合によっては共同研究
に発展させるという方法も取った．各研究者
の相互交流を円滑にするため, 研究代表者の
齋藤は，研究組織のＨＰを立ち上げ, 代数幾
何や可積分系，周辺分野の研究会のニュース
を知らせたり, 研究会の情報を時系列で並べ
た Math Calendar を設置した．また研究者
や一般の研究者・学生向けに, 主催した講演
のビデオアーカイブをそのＨＰに設置した． 
関連する国際研究集会やワークショップを
神戸，京都，東京等で開催し研究の最先端の
動向を探り研究交流を行なった．神戸大学学
長より，本科研費に対して，期限付き助教の
ポストの供与があり，吉永，原下，山川を順
次採用した.  
４．研究成果 
上記3つの研究目的について，それぞれ次

の成果を得た． 
(1) モノドロミー保存変形の幾何学の確立 
2006年までに，稲場・岩崎･齋藤および稲場
は，代数曲線上の確定特異点のみを持ちその
局所指数を固定した安定放物接続のモジュ
ライ空間を非特異準射影多様体として構成
することに成功した．さらにこの多様体が正
則シンプレクッテク構造を自然に持つこと
を示した. その接続のモジュラィ空間から
対応する穴開きリーマン面の基本群のモノ
ドロミー表現のモジュライ空間（表現多様
体）へのいわゆるリーマン・ヒルベルト対応
が全射固有双有理解析写像であることを示

した. この結果により，確定特異点のみをも
つ安定放物接続のモノドロミー保存変形の
微分方程式，例えばパンルヴェ VI型方程式
やガルニエ系といった方程式の幾何学的な
パンルヴェ性が厳密に示された．また，リー
マン・ヒルベルト対応が表現多様体の解析的
特異点解消を与える事等，モノドロミー保存
変形から得られる可積分系の相空間とパン
ルヴェ型方程式の幾何学が新しく構築され
た．この方法は精密な代数幾何のモジュライ
理論，特にラングトン型の極限を制御する定
理が微分方程式のパンルヴェ性の様な可積
分性の証明にも有効であることを示した極
めて重要な結果であった．しかし，古典的パ
ンルヴェ方程式は，不確定特異点を許す 
線形接続に対し，そのモノドロミーとストー
クスデータを保存する変形を記述する方程
式として現れる．この意味で，理論を不確定
特異点の場合に拡張する必要があった．この
点に関しては，代表者齋藤は連携研究者稲場
とともに，不分岐かつ一般の不確定特異点の
みを許した場合に，上記と同様の結果を示し
現在, 論文投稿し改訂中である．これらの結
果から，従来の理論を精密化し，真の意味で
のパンルヴェ型微分方程式を多く得ること
ができ，さらに相空間はモジュライ空間と同
一視され，古典的な岡本初期値空間を一般化
された枠ぐみとして捉えられる事を可能に
し，可積分系の幾何学理論に確固たる基礎を
与えた. 
さらに，齋藤と稲場は，確定特異点のみで局
所指数を特殊にしたときの接続のモジュラ
イ空間と対応する表現多様体に対して，リー
マン・ヒルベルト対応を考えて，4階の坂井
達の方程式を含む方程式系のパンルヴェ性
を示した．論文を準備中である．野海・山田
系等は分岐のある不確定特異点をもつ接続
の保存変形として得られるので，さらに理論
を分岐のある場合に拡張する必要がある．高
次元の多様体上の不確定特異点の良いモデ
ルの存在(Sabbah予想)は，望月拓郎と
Kedlayaにより示された．接続のモジュライ
空間上で見かけの特異点とその双対座標に
よる標準座標系の導入について，S. Szaboと
共同研究を行い，成果を得,論文を準備中で
ある.また，齋藤は, C.Simpsonと F. Loray
と接続のモジュライ空間上に自然な二つの
ラグランジュアンファイブレーションが入
ること，そして，それらがパンルヴェ VI型
の場合には互いに横断的であることを示し
た．これは，幾何学的ラングランズ対応と関
係があると期待される．また齋藤は, M.v.d. 
Putとパンルヴェ方程式に関わる10種類の一
般化された表現多様体の定義式を求めた．原
岡, 山川は線形接続の中間畳込の理論を考
察した．小池は、ＷＫＢ解析の分野で基本的
な成果を多く得た．山川は, 接続のモジュラ



 

 

イ空間の微分幾何的構成を行った． 
(2)高次元双有理幾何学の研究と可積分系へ
の応用 
この研究分野においては, 連携研究者であ
る森，向井, 藤野, 並河, 松下が新たな結果
を得た．森はProkhorovと，端末的３次元射
影多様体の端収縮射の一タイプであるQコニ
ック束やデルペゾ束を特異ファイバーの近
傍で研究し, 精密かつ決定的な結果を得た. 
藤野は極小モデル理論の基本定理を簡易化
する方法を提示し, この分野の理論を理解
しやすい物とした．並河は 複素シンプレク
ティック多様体のポアソン変形，双有理幾何
について研究したが，古典的な結果に新しい
極小モデル理論を適用し,極小モデル理論に
新たな可能性を示した．松下は正則ラグラン
ジュ束の幾何学を研究し, その良い極小モ
デルの理論を提示している．これらの研究は
いずれも代数幾何の分野でインパクトのあ
る結果であるが, 可積分系の幾何学との関
係は興味深い．特に，接続のモジュライ空間
や表現多様体の双有理幾何学は多くの興味
深い研究対象となった. 向井は, Ｋ３曲面
の幾何学をTorelli型定理およびその上のベ
クトル束を用いてモジュライ空間の幾何学
を発展させた．可積分系への応用であるが, 
分担者の山田や野海は, パデ近似およびパ
デ補間問題から導かれる微分方程式や差分
方程式を調べることで, 連続および離散パ
ンルヴェ方程式のラックス形式および特殊
解を導かれることを示した. さらに 坂井等
による発見以降１０年来の懸案であったE8
型楕円差分パンルヴェ方程式のラックス形
式が構成できた.   パデ近似は, 射影曲線
およびその積の幾何学と深く結びついてお
り，新たな知見が得られる事が期待される．
岩崎のパンルヴェVI型方程式の離散双有理
自己同型を代数曲面の力学系として解析す
るという結果も非常にインパクトのある結
果である. 研究分担者の太田は, 種々の可
積分系を可積分系の直接法という方法で解
析し多くの成果を得た． 
(3)量子コホモロジー, ミラー対称性の数学
的理解 
連携研究者である深谷は, シンプレクテック
幾何学の観点からホモロジー的ミラー対称
性の基礎づけを目指し, 太田，小野，Ohと
大部の著書を出版し, そのほかにも多くの興
味ある結果を得た .  分担者の吉岡は
Donaldson 不変量の壁越え公式を一般の代
数曲面の場合に示し,  K-理論的Donaldson
不変量の壁越え公式を Chern-Simon 項を入
れた形で定式化し，Nekrasov 分配関数を利
用して書き下した. また，Gottsche, 中島と 
吉岡は，Donaldson不変量と Seiberg-Witten
不変量との一致についてのWitten予想を証
明した．連携研究者の細野は, カラビ・ヤウ

多様体の高次種数の Gromov-Witten不変量
をBCOV正則アノマリー方程式の観点から研
究し, BCOV微分環という概念を定義し, いく
つかの例について考察した.  
連携研究者の入谷は，複素射影多様体の 
Ａ-モデル量子コホモロジー環の整構造につ
いて，そのK群とチャーン類による予想を与
えた．さらにミラー対称性予想のBモデル側
の整構造と，トーリックファノ多様体の場合
に両立する事を示した. また，クレパント特
異点解消とグロモフ・ウイッテン理論との関
係を考察した. 連携研究者の戸田は、代数
幾何学に導来圏を応用する分野において近
年新しい理論を構築しつつある．特に, 
Bridgelandが導入した導来圏における安定
性条件について考察し，それらと弦理論との
関係について考察した. また, Donaldson 
-Thomas不変量が, 安定対の数え上げで得ら
れるというPandharipande -Thomas予想の
オイラー標数版を証明した．望月の高次元の
調和束に関する画期的な結果を，ミラー対称
性の分野に応用することは今後の課題であ
る．導来圏の代数幾何学への応用については、
稲場による三角圏における安定対象のモジ
ュライ理論に関する研究がある．石井はダイ
マー模型と付随するトーリック多様体の関
係について研究した.  また金子は, 保型形
式の数論的性質, 多重ゼータ値や多重ベル
ヌイ数について研究して独自の成果を得た．
高崎は溶解結晶模型の可積分系的構造を調
べ多くの成果を得た.  
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