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研究成果の概要（和文）： 

 

トーリック多様体の理論の展開と応用について研究を行い，扇や半群環の概念の拡張とそ

れに対応するトーリック多様体やその拡張，実空間の有界とは限らない凸多面体による分割

から得られる局所有限型のスキームについて新しい研究成果を得た．凸体のミンコフスキー和

とそれに関連したアンプル直線束のベリーアンプル性と正規性，フロベニウス射が経由する正

規代数多様体，高次元循環商特異点のトーリック解消などについても研究成果を得た． 

 

 

研究成果の概要（英文）： 

 

We have studied on the extensions and applications of the theory of toric varieties. We got 

new results on the extensions of the concepts of fans and semigroup rings and associated 

toric varieties and their extensions, locally finite scheme associated to a decomposition of a 

real space by not necessarily bounded polytopes. We also got results on the Minkowskii 

sums of convex polytopes and very ampleness and normality of line bundles, normal 

varieties factoring Frobenius morphisms, and resolutions of higherdimensional cyclic 

quotient singularities. 
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１．研究開始当初の背景 

 

 

世界的にトーリック多様体の研究が盛んに

なり始めたのは 25 年前ぐらいからであり，
最近ますます多くの関連した研究がなされ
るようになってきた．東北大学ではそれ以前
からこの理論の創設者の一人である小田忠

機関番号：11301 

研究種目：基盤研究(B) 

研究期間：2007〜2010 

課題番号：19340001 

研究課題名（和文）トーリック多様体の理論の展開と応用の研究 

                     

研究課題名（英文）Extensions and applications of the theory of toric varieties 

 

研究代表者 

石田 正典（ISHIDA MASANORI） 

東北大学・大学院理学研究科・教授 

 研究者番号：30124548 

 

 



 

 

雄を中心にトーリック多様体の研究がなさ
れて来た． 

 

 

２．研究の目的 

 

トーリック多様体は同じ次元の代数的トー
ラスが効果的に作用する正規代数多様体と
して定義される．複素数体上でいえば，r 次
元のトーリック多様体には r 次元のトーラ
ス群が代数群として作用していて，しかもこ
のトーラス群は同じトーリック多様体にザ
リスキ開集合として含まれている．アフィン
空間や射影空間はトーリック多様体の例で
あり，ヒルツェブルフ曲面や重み付き射影空
間もその例である．このような代数多様体の
重要性が認識されてきたのは 40 年くらい
前からで，アーベル多様体のモジュライのコ
ンパクト化，標数 0 の代数曲線上の代数多
様体の退化族の安定化などに応用された．素
粒子論が起源のカラビ・ヤウ多様体のミラー
対称性の解釈にトーリック多様体が利用さ
れたことも注目に値する． 

 

 トーリック多様体の特徴は実空間の有理
的な凸錐体の集まりである扇により記述で
きることにある．また射影的トーリック多様
体のアンプルな直線束は有界な凸多面体に
対応する．逆に扇や凸多面体を任意に与える
ことにより，トーリック多様体やアンプル直
線束を伴うトーリック多様体を構成するこ
ともできる．このことにより，トーリック多
様体，特に射影的トーリック多様体の問題は
多くの場合凸多面体や凸錐体の問題に還元
され，凸体の幾何学や組合せの計算など計算
しやすくなる場合が多く，具体例を計算機に
かけることで，コホモロジー群の次元や，関
連する特異点のゼータ関数の ０ での値，あ
るいは部分多様体の交点数の計算も可能と
なる． 

 

 研究代表者が 1990 年に出版した著書「代
数幾何学の基礎」で述べているように，射影
的トーリック多様体は射影空間の一般化と
しての性質を強く持っている．したがって，
射影空間の代わりに射影的トーリック多様
体の超曲面を考えるように，様々な代数多様
体の例を構成するのにも便利である．このよ
うな特長を生かして，トーリック多様体の理
論を応用して，代数幾何学の様々な分野で具
体例の構成やそれらの不変量などの性質を
調べ，これを一般論の発展へ還元していくこ
とがこの研究の目的であった． 

 

 単体的扇で定義された任意のトーリック
多様体を，アフィン空間の適当な開集合のト
ーラス群の作用による商空間として表すコ

ックスによる斉次座標化の理論は，単純では
あるがベクトル束や自己同型の問題，あるい
はトーリック多様体の変形の問題に応用さ
れ，さらにモーメント写像などを通じて微分
幾何学や物理学にまで応用されている．この
ようなトーリック多様体の理論自体の展開
もさらにいろいろな方向に可能と考えられ
るので，このような理論の展開を行うことも
目的の一つであった． 

 

 トーリック多様体に対応する凸多面体は
有理的な座標に頂点をもつものに限られる
が，一般の実数に座標を持つ点で生成される
凸多面体や錐体も考えられ，有理的な場合と
は異なる組合せ論的構造を持つ場合がある．
このような有理的とは限らない錐体で構成
される扇，すなわち実扇を考え，逆にこれに
対応する代数幾何学を考えることも有望な
トーリック多様体の理論の展開の方向であ
る．研究代表者の別の著書では初歩的な段階
ではあるが扇自体を一種の多様体と考える
ことが可能であることを示しており，この面
では実扇を多様体と考えることに障害はな
い．これについても扇を代数多様体の記述の
ためにグロタンディックにより導入された
スキームの一般化として定式化するなど，
様々な可能性を考えながら研究を進めて行
くことを目的とした． 

 

近年ストゥルムフェルスやミハルキンなど
多くの研究者によって研究されているトロ
ピカル代数幾何も，代数多様体の研究を組合
せ論的問題に帰着させるもので，トーリック
多様体の理論と非常に関連が深い．国内でト
ロピカル代数幾何について深い研究を行っ
ている梶原健を分担者に加え，代数多様体の
退化の問題との関連も含めて，トロピカル代
数幾何についても研究を行うことを目的と
した．また，トーリック・ファノ多様体はト
ーリック多様体の中でも特によく研究され
ているものであり，その分類もかなり進んで
いる．本研究では，トーリック・ファノ多様
体に関する国内最高の研究者である佐藤拓
を分担者加えて，さらなるトーリック・ファ
ノ多様体の分類の推進や得られた分類の
様々な応用についても研究することも目的
とした． 

 

 

３．研究の方法 

 

この研究は代数幾何学，可換環論，組み合わ
せ論に深く関係している．国内外に関係する
研究者は多いので，研究集会などに参加して
互いの最新の研究成果を交換して研究を促
進する．また，この研究に関連した書籍が毎
年多数出版されるので，それらのうち重要な



 

 

ものを選択して購入し研究に用いることと
した．分担者と連携研究者には次の様に役割
を分担した． 

 

 石田は実扇などの組み合わせ論と関係し
た部分を調べると共に，計算機を用いて扇上
の複体によるコホモロジー群の計算など，具
体的な計算にも取り組む．また，この研究の
総括も行う． 

 雪江は概均質ベクトル空間商空間とモジ
ュライ理論の関係について研究する． 

 花村はトーリック多様体のカテゴリーに
おけるモチーフ理論の構成の可能性につい
て研究する． 

 凸多面体は射影的トーリック多様体とそ
のアンプルな直線束を与えるが，その完備線
形系が射影空間への埋込みを与えるとは限
らない．尾形はこの直線束から得られる正規
次数付き環がいつ次数 1 の成分で生成され
るか，また定義イデアルがいつ 2 次式で生
成されるかなどを研究する． 

 原は可換環の性質を調べるための様々な
不変量について，トーリック多様体の場合を
重要な具体例として計算して一般論への還
元をめざす． 

 梶原は扇の理論と対数スキームの理論と
の関係を中心に調べる．また，トロピカル代
数幾何との関連についても調べる． 

 足利はこれまでに一般型の代数曲面や代
数曲線の退化について深く研究を行ってお
り，退化をトーリック多様体の族の中で実現
することを中心に応用の研究を行う． 

 高橋もこれと同様に不変量を指定した一
般型代数曲面の構成にトーリック多様体の
族を用いて実現を図る． 

 また，土橋は代数多様体の分岐被覆の問題
をトーリック多様体への埋込みと超幾何微
分方程式の理論を用いて研究する． 

 佐藤はトーリック・ファノ多様体の分類を
されに進め，さらに得られた分類を用いた多
種の研究を行う． 

 

 

４．研究成果 

 

石田はトーリック多様体や凸多面体，連接層
のコホモロジー群の記述などの研究を行っ
た．特に半群環の局所コホモロジー群と射影
的トーリック多様体上の微分層のコホモロ
ジー群に関する消滅定理との関係について，
錐から構成される複体を用いて解明した．さ
らに実空間の扇にについて，半群環を拡張し
た可換環を考え調べ，その双対化複体の記述
を与えた．さらに実空間の有界とは限らない
凸多面体による分割から得られる局所有限
型のスキームについても調べた． 

 尾形は、トーリック多様体上のアンプル直

線束の正規生成性について研究した．特に，
3 次元の非特異トーリック弱ファノ多様体上
のアンプル直線束がすべて正規生成である
ことを証明した．また，トーリック多様体上
のアンプル直線束のベリーアンプル性と正
規性について，対応する整凸多面体が２つの
多面体のミンコフスキー和になっている場
合について調べた．n 単体と線分のミンコフ
スキー和の場合 3 次元の幅 1 の多面体の
正規性の判定法を見つけ，4 次元以上ではベ
リーアンプルな多面体で n の２乗倍しても
正規でない例を構成した． 

 原は正標数の非特異代数多様体のフロベ
ニウス射が経由する正規代数多様体のもつ 

F-sandwich 特異点について，F-正則性や大
域的 F-正則性との関連を中心に研究した．ま
た，F-正則でない F-sandwich 曲面において，
F-爆発と最小特異点解消とが一致しない特
異点の例を構成した． 

 足利は一般次元の循環商特異点のトーリ
ック解消を統制する高次元連分数を研究し
た． 

 高橋は有理曲線および楕円曲線上の 3次元
射影空間束のある種の相対 2次超曲面の分類
に関して結果を得た． 

 梶原はおもにトロピカル非特異トーリッ
ク多様体内の超曲面が固有に交わる場合の
交点重複度のトロピカルな公式，および，固
有に交わらない場合を含めて交叉積を扱う
研究，さらに，対数構造を応用したピカール
多様体のコンパクト化の研究をおこない成
果を得た． 

 その他概均質ベクトル空間関連の研究を
行った雪江など，連携研究者もそれぞれ担当
分野について，トーリック多様体理論の応用
に関連した研究を行い成果を得た． 
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