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研究成果の概要（和文）：主に楕円モジュラー関数やモジュラー形式，準モジュラー形式につい

ての研究を行った．とくに j関数の実 2次点での振る舞いに関連して非常に興味ある現象を発

見した．関連してマルコフ 2次無理数や，実 2次無理数の caliber についての研究も行った．

他に 2進的な保型形式，Serre の保型性予想の 2次体版，パンルヴェ方程式のモノドロミー，

カラビ・ヤウ多様体のミラー対称性，レンズ空間に対する free energy など保型形式に関連す

る研究にも進展があった． 

 
研究成果の概要（英文）： We mainly studied the elliptic modular function, modular forms, 
and quasimodular forms. In particular, we found a very interesting phenomena concerning 
the behavior of the j-function at real quadratic numbers. Related topics such as Markoff 
irrationalities and the caliber of real quadratic fields were studied. Other topics we 
studied include 2-adic modular forms, quadratic version of Serre’s modularity conjecture, 
monodromies of Painleve equations, mirror symmetries of Calabi-Yau varieties, and free 
energy of lens spaces, which are related to automorphic forms. 
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１．研究開始当初の背景 
  一変数のモジュラー形式は少なくとも 19
世紀半ば以来連綿と研究されてきた古典的
な対象であるが，現在なお数学および物理学
の様々な局面に意外な形で登場しては研究
者を惹きつけ続けている．代表者はこれまで
分担者や海外共同研究者と共に，「何故それ
がモジュラーになるのか? 何故そこにモジ
ュラー形式が現れるのか？」という問題意識

を根底におきながら，かなり広範な研究を行
ってきており，本研究の背景をなすのはそれ
らの研究であり（具体的には次項），さらに
視野をひろげながら，相互関連の理解に重心
を移しつつ一層の深化を目指した． 
 
 
２．研究の目的 
(1) 超幾何型の微分方程式の解になってい
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るようなモジュラーおよび準モジュラー形
式の研究：代表者と Don Zagier との共同研
究において，超特異楕円曲線の j不変量に関
連して発見された，モジュラー形式の新しい
系列の満たす微分方程式をプロトタイプと
する研究で，その後小池正夫との共同研究で
この方程式の準モジュラー形式の解が意外
な形で発見され``extremal'' な準モジュラ
ー形式という概念が定義された．そのフーリ
エ係数の数論的性質やトンプソン級数と超
幾何の関係の研究を目的とした． 
 
(2) 多重アイゼンシュタイン級数の研究： 
Gangl-Zagier との共同研究で定義された２
重アイゼンシュタイン級数を一般化し，モジ
ュラー形式の関連を探ることを目的とした． 
 
(3) 共形場理論，無限次元リー代数に現れる
モジュラー形式の研究 
 
(4)ミラー対称性の楕円曲線版と頂点作用素
代数．さらに一般のミラー対称性と弦理論の
研究： Zagier との共同研究において，
Dijkgraaf による「ミラー対称性の楕円曲線
版」にあらわれるある母関数が準モジュラー
形式になることの証明が，準モジュラー形式
の理論の基礎づけとともに与えられたが，こ
れに関連するであろう，準モジュラー形式を 
（格子）頂点作用素代数のトレース関数とし
て組織的に構成する研究，またカラビ-ヤウ
多様体のグロモフ-ウイッテン理論を通した
モジュラー性の研究により，弦理論から予測
されるモジュラー性の統一的な理解を目指
した． 
 
(5) 種々の位相不変量とモジュラー形式.   
 
(6) ガロア表現との関係：モジュラー形式の
フーリエ係数の l進的な性質をガロア表現的
に理解しようとした． 
  これらの観点の総合的，統合的理解を通し
て，「何故それが（準）モジュラーになるの
か」という根本問題についての知見を深める
ことを目的とした． 
 
 
３．研究の方法 
(1) 連携研究者や海外共同研究者との議論
や研究連絡を通してそれぞれの観点の理解
を深める．  
 
(2) 関連する分野の世界各地でのシンポジ
ウムの報告集や，プレプリントなど，新しい
情報の収集につとめ，検討を行う． 
 
(3) 数式処理ソフトを使った計算機実験を
行い新たな現象の発見を目す． 

４．研究成果 
(1) 楕円モジュラー関数の実 2次点での値を
定義し，その基本的な性質を証明，また数値
実験により著しい現象を発見した．上半平面
での値と同様モジュラー群不変性を持つと
いうのが基本的で，重要性を示唆している．
実験結果をまとめて論文として発表したが，
マルコフ 2次無理数をファレイ分数でパラメ
トライズすることで新たな見方が出来るこ
となど，その後の進展については現在進行中
である．Duke-Imamoglu-Toth の最近の研究と
の関連も今後の興味深い課題である．関連し
て，実 2次無理数の caliber について調べ，
ある種の合同式に関する予想を得，部分的に
証明した． 
 
(2) 楕円モジュラーj 関数,およびそのレベ
ル 2,3 での類似物のフーリエ係数の 2進的,3
進的な性質を計算し,Atkin のやり方に倣っ
たある種の極限を取ることにより得た 2進,3
進モジュラー関数について,その特定のモジ
ュラー関数による展開係数の2進,3進位数に
ついて著しい明示的公式を証明し発表した.
それとともにエクストリーマルなモジュラ
ー形式とあるテータ級数の間の2べき,3べき
を法とする合同式を証明した.この応用とし
て,エクストリーマルなモジュラー形式のあ
る分数べきが整係数になることを証明し発
表した. 
 
(3) sl2 の制限量子群の射影加群のラディア
ルパートの 1のべき根への特殊化から結び目
不変量を構成した.これと色つきアレキサン
ダー多項式,またコンフォーマルフィールド
セオリーとの関係を論じた.これらはいずれ
もモジュラー形式,また擬モジュラー形式と
の関係が深い対象で,その明示的な関係を見
つけることが今後の課題となる. 
 
(4) 頂切離散付値環の拡大についての 
Deligne の定理の一部を剰余体が不完全の
場合に一般化した．Serre の保型性予想の 2
次体版を幾つかの 2 次体について mod 2 表
現の場合に確かめた． 
 
(5) 8種類のパンルヴェ方程式を 10種類の射
影直線上の階数 2の線形接続のモノドロミー
保存変形として考察し，対応するストーク
ス・モノドロミー空間をアフィン 3次曲線の
族として具体的に表示した．放物接続のモジ
ュライ空間に自然に 2通りのラグランジアン
ファイブレーションが存在する事、およびそ
の 2つが横断的であることを示した．ラムダ
放物接続のモジュライ空間のザリスキー稠
密な開集合上に自然な標準座標が入る事を
示した．またその座標のラムダが 0になる時
の挙動を調べた．3 次元の Reye congruence 



に関わって構成されるカラビ・ヤウ多様体 X
が双有理ではないが圏同値であるもう一つ
の カラビ・ヤウ多様体 Y と対をなす事を予
想し，Y の構成を行った上で BPS 数の具体的
計算とミラー対称性との整合性を詳しく調
べ成果を得た． 
 
(6) 超対称性共形場理論に密接に関わる擬
テータ関数について詳細に調べ，複素多様体
の楕円種数に含まれる非 BPS状態数を多様体
のエントロピーと解釈することを提唱，厳密
な解析を行いブラックホールのエントロピ
ーとの関連を指摘した． 
 
(7) 有限多重ゼータ値の mod p で見られる
現象から類推して得られた多重ゼータ星値
に関する予想を高さ 1の場合に証明した． 
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