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研究成果の概要（和文）：滑らかな固有ケーラー射 f : X  Y と X 上の中野半正なエルミートベ
クトル束(E, h)に対して, 随伴束型のベクトル束 K_{X/Y}(E)の高次順像層 R^qf_*K_{X/Y}(E)は
局所自由層であること、およびある自然なエルミート計量, ホッジ計量とよばれる、が定義さ
れその曲率が中野半正であることを示した。さらに f : X  Y が滑らかとは限らない場合にも f

が滑らかな所での順像層の正値性が特異点集合をこえて拡張されることを示した。  
 

研究成果の概要（英文）： For a smooth proper Kaehler morphism f : X  Y and a Nakano 

semi-positive vector bundle (E, h) on X, we showed that every direct image sheaf 
R^qf_*K_{X/Y}(E) is locally free and that it is equipped with a natural Hermitian metric, 

called a Hodge metric, with Nakano semi-positive curvature. Moreover even when f : X  Y 

can be singular, we showed that the positivity of a direct image sheaf extends across the 

singular locus of f on Y. 
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研究分野：複素幾何学 
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１．研究開始当初の背景 
乗数イデアル層は 1990 年頃に Kaehler 幾何
学の舞台に登場し, その後 Demailly(フラン
ス), Lazarsfeld(アメリカ)らによる基礎付
けを経て, 複素幾何学, 代数幾何学におい
て数多くの注目すべき結果に応用されてき
た. 本研究に関係するものでは, Siu(アメリ
カ)による代数多様体の多重種数 dim H^0(X, 
K_X^m) の変形不変性の証明において, コホ
モロジー消滅定理, 大沢-竹腰による L^2-拡
張定理と組み合わせて用いられた. その Siu

の議論は川又により代数化され, 高山, 
Hacon-McKernan(アメリカ)による一般型代
数多様体の多重標準写像のある種の有界性
に関する予想の証明にも応用された. さら
にそこから, 代数幾何学における基本予想
で あ る フ リ ッ プ の 存 在 定 理 が
Hacon-McKernan により証明された. そして
さらなる応用が期待されていた. 一方, 
Berndtsson(スウェーデン)は閉 Kaehler 多様
体の滑らかな族 f : X  T と X 上の半正な
正則直線束 Lに対して, 解析的な方法により
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順像層 f_*(K_X×L)は自然に定まるホッジ計
量により中野半正になることを示した. こ
れは 1980 年頃に証明された藤田や川又の定
理の, 期待できる限りの強い一般化になっ
ている. ただし, これは写像 fが滑らかな場
合であり, それが応用上の障害として残っ
た. 同時期に高山と海外研究協力者の
Mourougane(フランス)は, Berndtssonとは独
立に, Berndtssonの結果よりは少し弱い形の
主張を証明していた. 我々の方法は幾らか
代数的な議論も取り入れているため, 写像 f
が滑らかではない場合の解析も可能であり, 
より広範な幾何的状況での応用が期待でき
るものであった. また Berndtsson は上述の
彼の方法を推し進めることで, ある種の
Kaehler 計量の空間の凸性を導いた. これら
は近年 , 満渕 , Donaldson( イギリス ), 
Tian(アメリカ)らにより活発に研究されて
いる, 定スカラー曲率 Kaehler 計量の存在と
偏極多様体としての幾何学的不変式論の意
味での安定性の関係においても新しいアプ
ローチを与えるものであった.  

 

２．研究の目的 

f : X  T を複素多様体間の固有正則写像
で, 代数的または Kaehler的と仮定する. 原
点 0 以外では f は滑らかとし, 中心ファ
イバー X_0 = f^{-1}(0) は多様体 X_t = 
f^{-1}(t) の退化とみなす. X_0 以外の各 
X_t, または f が滑らかな所では, 多重標
準 系  |mK_{X_t}| の 有 界 性 , 順 像 層 
f_*K_{X/T}の半正値性などの良い性質が知
られている. 研究の目的は, (1) 解析的：写
像 fが滑らかな所の X_t のいわゆるホッジ計
量の t=0の近くでの退化または発散の様子を
記述すること, (2) 幾何的：そのホッジ計量
の退化の様子が多様体 X_tの退化とどのよう
に関係しているかを記述すること, そして
(3)代数的：それらが組(X, X_0)の乗数イデ
アル層とどのように関係しているのかを記
述することである. これら各方面からの考
察を総合して f : X  T の大域的な構造を
決定できるようにする. 
 

３．研究の方法 

(1) 本研究は可換環論, 代数幾何, 複素幾
何,多変数複素解析等の多岐の分野にわたる
視点を必要とするため、広範囲の他の研究者
グループとの活発な議論, 最新情報の交換
等を行う必要があった. 連携研究者とは日
頃からメール等により情報交換をし、主に国
内で行われる研究集会などの際に研究打ち
合わせを行った。１〜２年目については基礎
的な部分について、後半はさらに海外研究協
力者の Mourougane 氏を交え、ホッジ計量の
基本的な性質の研究、ホッジ計量による多様
体の退化, モジュライ空間の研究を行い研

究成果としてまとめて行った。 
 
(2) また研究期間の半ばと終盤に次の二つ
の研究集会を主催した。 
①「Complex Geometry Workshop 2009 Tokyo」 
2009 年 2 月 13 日〜14 日、於 東京大学. 
 海外から B. Berndtsson（スウェーデン）、
M. Paun（フランス）、S. Boucksom（フラン
ス）らを招聘し、国内からは大沢 健夫（名
大）、辻 元（上智）、森脇 淳（京大）らを講
演者として招いた。相対多重標準束の順像層
の研究、乗数イデアル層と拡張定理に関する
研究などについて講演が行われた。 
②「複素幾何学の諸問題」 
2010 年 9 月６日〜９日、於 京大数理研. 
 以下のような主旨で研究集会を行い、大成
功をおさめた。集会の議事録を数理解析研究
所講究録第１７３１巻としてまとめ各大学、
研究所等に配布した。 
 複素幾何学の周辺分野から研究者を集め, 
各自の研究及びその背後・周辺にある基本的
な問題意識, さらには大・中・小様々な問題
について講演してもらい, 討論を行う. 若
手研究者や院生のためにも, 普通の研究集
会では出会うことの少ない``手頃な''問題
についても言及してもらう. それにより問
題意識の共有と若手の参入を助けることを
目的とする.トピックとしては, 複素力学系, 
特殊関数論, 調和解析, Bergman 核, 値分布
論 , CR 幾 何 , タ イ ヒ ミ ュ ラ ー 空 間 , 
Weil-Petersson 幾何, Kaehler-Einstein 幾
何 , モ ジ ュライ理論 , Fano 多 様 体 , 
Calabi-Yau 多様体, 小平次元正の多様体, 
ベクトル束, Arakerov幾何, 正標数代数幾何, 
などが挙げられる. 講演中でも討論に入る
などして, その場で新たな関連や問題を発
見できるようにする.  
 
４．研究成果 
(1) 滑らかな固有ケーラー射 f : X  Y と X
上の中野半正なエルミートベクトル束(E, h)
に対して, 高次順像層 R^qf_*K_{X/Y}(E)の
正値性について研究し, 次のような結果を
得た.  
定理 1. (a) 上の状況で, R^qf_*K_{X/Y}(E)
は局所自由層である.  
(b) w を X のケーラー形式とする. このとき
wと hに関する R^qf_*K_{X/Y}(E)のホッジ計
量 gを定義することができて, その曲率は中
野半正である.  
  関連する結果が代数幾何において知られ
ているが, それは Griffiths 半正という正値
性に対応していて, 射 f : X  Y が滑らか
な場合には, 定理 1が本質的な部分で強い結
果になっている. 定理 1は初め q=0 の場合に
Berndtsson により得られたが, それとは独
立に我々は少し弱い形の結果を得ていた. 



 

 

それを受けて, 次に研究すべき課題が幾つ
か考えられた. 定理 1はその一つである. 問
題点の一つは正しいホッジ計量 gの定義であ
った. 各ファイバーX_y = f^{-1}(y)上で w_y
と h_y に関する E_y 係数の調和(n,q)形式を
考 え , そ れ に 関 す る pairing は
R^qf_*K_{X/Y}(E)にエルミート計量を定め
る. これは一見自然な定義に思えるが, 実
はそうではなかった. 竹腰の定理により, 
単 射 S : R^qf_*K_{X/Y}(E)  f_* Ω
_{X/Y}^{n-q}(E)が存在する. 一方で f_*Ω
_{X/Y}^{n-q}(E)にはまさしく自然なホッジ
計 量 g' が あ る . そ れ は H^0(X_y, Ω
_{X_y}^{n-q}(E_y))の元 u, v に対して, 
w_y^{n-q} ∧ u ∧ h_y v の X_y 上の積分の
定数倍で定まる. このg'を単射Sで引き戻し
た g = S^*g'が考えるべきホッジ計量である. 
さらに別の竹腰による結果を合わせること
により, 先の Berndtsson による曲率の計算
を一般化することができ, 定理 1を証明した. 
この結果を海外研究協力者の Mourougane 氏
との共著としてまとめた. 一方で, R^qf_*Ω
_{X/Y}^{n-q}(E)は局所自由性, および g'の
曲率を求めることはできていない. 一般に
は, これらは R^qf_*K_{X/Y}(E)と異なり, 
定理 1のようには決定できないと思われる.  
 
(2) 上述の研究成果を受け、固有ケーラー
射 f : X → Y と X 上の中野半正なエルミー
トベクトル束(E, h)に対して, 高次順像層 F 
= R^qf_*K_{X/Y}(E)の正値性について, これ
までに得た結果をより一般化するような研
究を行った. 以下, 記述があまり技術的に
ならないように Fは局所自由であると仮定す
る. X のケーラー形式 wを一つ固定する. p : 
P(F) → Y を F に付随した射影空間束とし, 
L=O(1)を普遍商直線束とする. 自然な全射
p^*F → L がある. f はザリスキー開集合 Y-D
の上では滑らかとする. 上述(1)の研究から
Y-D 上では F は w と h に関するホッジ計量 g
により中野半正である. Y-D においては L に
p^*gの商エルミート計量g_L^oを入れる. こ
れは半正の曲率をもつ. 研究成果は, この
g_L^o が曲率が半正を保ったままで L 全体の
特異エルミート計量 g_Lに拡張できる, とい
うものである. 
 これも関連する結果が代数幾何において
知られている. この研究の独創的な点は, 
これまでの代数幾何的証明との違いにある. 
以下その違いについて述べる. 代数幾何的
証明ではホッジ構造の変形理論が鍵である. 
従って, ベクトル束 Eとのテンソル積は一般
には考えられない, もしくは Eが自明な場合
に帰着できる設定でないといけない. 一方, 
この研究ではホッジ構造の変形理論は用い
ない. さらに Eが自明な場合に帰着できない
設定でもよい. さらに F = R^qf_*K_{X/Y}(E)

の半正値性はより具体的な, 標準的に構成
されるホッジ計量 g により与えられている. 
代数幾何的証明では抽象的な半正値性のみ
である. この結果を海外研究協力者の
Mourougane 氏との共著としてまとめた. 
 
(3) 一方で代数的な固有射 F :  X  Y の一
般ファイバーの標準束が自明である場合に、
その族の退化の様子を研究した。主な結果は
次の通りである。 
定理 2. X_0=Σm_iF_i を特異ファイバーの既
約分解とする。このとき 
(a) 各 F_i は単線織か小平次元０であり、小
平次元０のものは高々１つである。 
(b) X_0 の既約成分が一つの場合には、それ
が単線織かそうでないかは特異点の様子か
ら完全に判定できる。 
(c) X_0 の既約成分の個数が２以上の場合に
は、相対標準因子は単線織な成分 F_i たちを
用いて表される。 
 主要な論点は特異ファイバーからある程
度標準的に構成できる乗数イデアル層を調
べ、それを用いて多重標準束の拡張定理を適
用することにある。特異ファイバーの各既約
成分上には多重標準形式が存在しないこと
を示すことで上記の結果が得られる。 
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