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研究成果の概要（和文）：3 次元カラビ・ヤウ多様体の BCOV 不変量を研究し, 幾つかの重要
な場合にその明示公式を決定した. 特筆すべき結果として, ミラー5 次超曲面の BCOV 不変量
を決定し, Bershadsky-Cecotti-大栗-Vafa の予想の一部を検証した事が挙げられる. また, 例
外型 Borcea-Voisin多様体の BCOV不変量を決定し, その結果Harvey-Mooreの予想をこの場
合に検証した事も特筆すべき結果である. これらの結果を得る為に Quillen 計量の退化の理論
を整備し, 特に一変数退化族に対して Quillen計量の退化公式を決定した. 
 
研究成果の概要（英文）：We studied the BCOV invariant of Calabi-Yau threefolds and we 
determined its explicit formula in some important cases. One of our major progresses is the 
determination of the BCOV invariant of quantic mirror threefolds, which verified some 
part of the conjecture of Bershadsky-Cecotti-Ooguri-Vafa. Another major progress is the 
computation of the BCOV invariant of Borcea-Voisin threefolds of exceptional type, which 
verified the conjecture of Harvey-Moore in these cases. To obtain these results, we studied 
the behavior of Quillen metrics for degenerating families of varieties. In particular, we 
determined the singularity of Quillen metrics for one-parameter degenerating families. 
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１． 研究開始当初の背景 
(1)	
 3次元カラビ・ヤウ多様体の楕円的グロ
モフ・ウィッテン不変量の母関数とそのミラ
ー族の解析的捩率（BCOV不変量）との等価
性が物理学者Bershadsky-Cecotti-大栗-Vafa
により予想されていた. 特に, 5 次超曲面と
ミラー5 次超曲面の場合に, 予想の成否に興
味が持たれていた. 
 

(2) ミラー対称性とは別の弦双対性の帰結と
して, 特別な構造を持つカラビ・ヤウ多様体
に対して, 楕円的グロモフ・ウィッテン不変
量の母関数が一般化されたカッツ・ムディー
代数の分母関数を与えると予想されていた. 
(1)の楕円的ミラー対称性を信じれば, この
予想は BCOV 不変量に対応するモジュライ
空間上の正則切断がBorcherds型の無限積展
開を持つ事を意味する. 弦双対性の検証とい
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う意味でも, その予想を検証する事に興味が
持たれていた. 
 
２．研究の目的 
(1) 対合付き K3 曲面の不変量τMおよび対応
する保型形式ΦMの構造を決定する.	
 
	
 
(2)	
 Borcea-Voisin 型のカラビ・ヤウ多様体
の BCOV 不変量を決定し,	
 Harvey-Moore の予
想を Borcea-Voisin 多様体に対して検証す
る.	
 
	
 
(3)	
 3 次元カラビ・ヤウ多様体の退化族に対
して,	
 その BCOV 不変量の漸近挙動を決定す
る.その応用として,	
 BCOV 不変量がモジュラ
イ空間で充たす大域的微分方程式を決定す
る.可能な場合にはその微分方程式を積分し,	
 
対応する正則切断を求める. 
 
３．研究の方法 
(1)	
 井草の Siegel 保型形式を対合付き K3 曲
面のモジュライ空間に引き戻して得られる
保型形式の零因子を決定する事により,	
 ΦM

と井草の Siegel 保型形式から定まる IV 型領
域上の保型形式の因子を決定する.	
 格子の
性質によっては,	
 保型形式の因子がヘーグ
ナー因子である事から,	
 その保型形式が
Borcherds 積である事が従う.	
 
	
 
(2)	
 3 次元カラビ・ヤウ多様体の半安定退化
を決定し, その場合に BCOV 不変量の退化
挙動を特性類を用いて書き下す. 
 
(3) モジュライ空間が対称領域の算術商であ
るような 3次元カラビ・ヤウ多様体の例を見
出し, その様な 3 次元カラビ・ヤウ多様体の
BCOV 不変量がモジュライ空間上の保型形
式で書ける事を示す.	
 
	
 
４．研究成果	
 
(1)	
 3 次元カラビ・ヤウ多様体の解析的捩率	
 
	
 物理学者 Bershadsky-Cecotti-大栗-Vafa
により導入された解析的捩率の適当な組み
合わせを用いて,	
 3 次元カラビ・ヤウ多様体
の不変量（BCOV 不変量）を構成した.さらに,	
 
高々通常二重点を持つ平滑化可能なカラ
ビ・ヤウ多様体の倉西空間において BCOV 不
変量がみたす微分方程式を決定し,	
 カラ
ビ・ヤウ多様体の一般の一変数退化族に対し
て BCOV 不変量の特異性が代数的であること
を示した.以上の結果の応用として,	
 ミラー
5次超曲面カラビ・ヤウ多様体の BCOV 不変量
を決定することができた.このようにして
Bershadsky-Cecotti-大栗-Vafa が予想した
ミラー5次超曲面カラビ・ヤウ多様体の BCOV
不変量の明示公式を厳密に証明することが
できた.この研究結果は論文(4)として出版

された.	
 
	
 
(2)	
 Quillen 計量の特異性の決定	
 
	
 ケーラー多様体の任意の一次元退化族と
その上のベクトル束に対して,コホモロジー
の行列式上の Quillen 計量の退化を決定する
ことができた.さらに,	
 Quillen計量がパラメ
ーターに関して漸近展開を持つことの証明
も与えると同時に,	
 その定数項を様々な二
次特性類を用いて記述した.以上の結果は
Bismut と筆者により知られていた結果の一
般の退化への拡張を与える.	
 また(1)の BCOV
不変量の退化の研究においても決定的な役
割を果たす.この研究結果は論文(6)として
出版された.	
 
	
 
(3)	
 実 K3 曲面のラプラシアンの同変行列式	
 
	
 一般に実数体上で定義された K3 曲面上に
複素共役は反正則対合として作用するが,	
 
簡単のため複素共役が実点を持たない場合
を考える.	
 複素共役で不変なリッチ平坦計
量と実数体上で定義された正則 2-形式を適
当に選ぶとき,	
 ラプラシアンの複素共役に
関する同変行列式を BorcherdsΦ関数を用い
て表した.	
 ただし,	
 BorcherdsΦ関数の値を
考える点は,	
 代数幾何学の意味での周期で
はなく,	
 シンプレクティック幾何学の意味
での周期である.この研究は論文(3)として
出版された.	
 
	
 
(4)	
 対合付き K3 曲面の解析的捩率	
 
	
 2004年に筆者が導入した対合付きK3曲面の
不変量τMの構造を研究した.	
 ここで,	
 Mは対
合の位相型を表すK3格子の双曲型部分格子で
ある.	
 Mの階数が17以下である場合に,	
 位相
型Mの対合付きK3曲面のモジュライ空間上で,
τMはモジュライ空間上の保型形式のノルム
として表示できる事が筆者により示されてい
たが,	
 本科研費とそれに引き続く科研費によ
る研究の結果,	
 階数に関する制限を撤廃する
事ができた.	
 また,	
 階数が11以上または階数
10でパリティーが奇の双曲型部分格子に対し
て,	
 τMの構造定理を示し,	
 対応する保型形
式の明示公式を決定した.	
 この研究結果は
Crelle誌とMath.Zeit.誌に掲載決定している
.	
 
	
 
(5)	
 Borcea-Voisin多様体の解析的捩率	
 
	
 3次元カラビ・ヤウ多様体のBCOV不変量を例
外型Borcea-Voisin多様体の一系列に対して
決 定 し た .	
 そ の 結 果 , こ の 系 列 の
Borcea-Voisin多様体のBCOV不変量は(4)の保
型形式とDedekind	
 η関数の積のノルムであ
る.	
 この系列のBorcea-Voisin多様体のモジ
ュライ空間はDel	
 Pezzo曲面のケーラー・モジ
ュライとモジュラー曲線の直積であり,BCOV
不変量からDel	
 Pezzo曲面のケーラー・モジュ
ライ上の保型形式が得られる.	
 このようにし
て得られた保型形式は,ノルム(-1)ベクトル
の定めるヘーグナー因子を特徴付ける
Borcherds積である.この研究結果は論文(2)
として発表された.	
 
	
 
	
 
(6)	
 松本-佐々木-吉田のK3曲面の判別式	
 
	
 松本-佐々木-吉田のK3曲面は対合付きK3曲



面の特別な場合である.	
 この場合に,対合付
きK3曲面の不変量を計算した.	
 結論を述べる
と,不変量τMはFreitagのテータ関数の積の
ノルムとして書け,	
 またK3曲面を定義する
(3,6)行列のすべての3次小行列式の積のノル
ムとも同一視される.この研究結果は論文(5)
として発表された.	
 
	
 
(7)	
 代数曲線束の符号数	
 
	
 リーマン面上の代数曲線族の符号数に対応
する因子を安定曲線のモジュライ空間上に定
義し,	
 その応用として今野一宏氏によるスロ
ープ不等式の簡単な証明を与えた.この研究
結果は論文(1)として発表された.	
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