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研究成果の概要（和文）： 
２次元円盤からシンプレクティック多様体への擬正則な写像は、境界で円盤がちぎれる現
象が起るため、シンプレクティック多様体の中のラグランジアン部分多様体に対するフレ
アーコホモロジーは一般には定義できない。ラグランジアン部分多様体に対し、A無限大
代数とよばれるある代数を円盤からの擬正則写像を用いて構築し、それを基礎としてその
障害と変形理論を展開した。我々の構築した一般理論をトーリック多様体の場合に応用し、
具体的な計算例やシンプレクティック幾何の新しい応用をたくさん得ることができた。 
研究成果の概要（英文）： 
It is known that Lagrangian Floer cohomology can not be defined for general Lagrangian 
submanifolds, because of presence of bubbling off phenomena of holomorphic maps from 
2-disc. We constructed a certain homotopy algebra, so called a filtered A infty algebra, 
associated to each Lagrangian submanifold by using holomorphic maps from 2-disc, and 
established the obstruction theory and deformation theory based on the algebra. We 
applied our general theory to the case of toric manifolds and obtained many concrete new 
results in symplectic geometry.     
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ジアン Floer コホモロジー理論の障害理論
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げる段階であった。一般論はおよそ満足いく

ものになりそうであったが、一方において具

体的な計算例や応用が乏しく、模索していた

ものの、実際には難しい問題で新しいよい応

用例を見いだせずにいた。したがって、本研

究課題の大きな目標は、ラグランジアン 

Floer コホモロジー理論の障害理論と変形理

論の一般基礎理論を完成させることおよび、

具体的な計算例を見つけシンプレクティック

幾何への具体的な応用を得ること、の２点に

集約することができる。 

 
２．研究の目的 
以上の背景のもと、当初予定した研究目的の
いくつかは以下にあげるものである。 
 
(1) まず、ラグランジアン Floer コホモロ
ジー理論の障害理論と変形理論の一般基礎
理論の論文を完成させ出版すること。 
 
(2) (1)の理論のシンプレクティック幾何へ
の具体的応用。例えばミラー対称性予想への
応用を研究すること。 
 
 (2)についてもう少し詳しく述べる。 
(2-1) トーリック多様体の場合にフレアー
コホモロジーを計算する。このとき、トロピ
カル幾何との関係を追求し、トロピカル幾何
を用いて計算された正則円盤の数え上げを
用いるか、あるいは位相頂点の方法を我々の
立場で定式化しなおし計算を行なう予定で
あった。 
(2-2) トーリック多様体の場合のミラー対
称性予想への応用。 
(2-3) スペクトラル不変量との関係を調べ、
ハミルトン微分同相群の構造解明への応用。 
 
などが、具体的に応用として想定されていた 
研究目的である。 
 
３．研究の方法 
研究目的(1)については、細部の最終チェッ
クを行なうことに時間と労力を費やすのみ
である。 
 研究目的(2)について。トーリックファノ
多様体の場合には Cho-Oh による擬正則円盤
の詳しい解析がある。ファノでない場合も込
めて我々はポテンシャル関数を定義してい
るので非正バブル球面の効果を取り入れて
ファノとは限らないトーリック多様体の場
合に話を一般化することが可能と思われる。

このとき、ポテンシャル関数の臨界点が非消
滅フレアーコホモロジーをもつラグランジ
アントーラスファイバーを意味する。アンビ
エントのシンプレクティック多様体のサイ
クルを用いて、ラグランジアン部分多様体か
ら決まる A_{∞}代数を変形することができ
る（バルク変形）が、バルク変形を用いてよ
りたくさんの（バルク変形された）ポテンシ
ャル関数の臨界点を探すことも有効なほう
ほうである。また、一般のトーリック多様体
の場合に計算ができれば、次のステップとし
て多様体がトーリック多様体にトーリック
退化した状況を考えることも一つの研究方
法である。 
 
４．研究成果 
研究目的(1)に関しては、2009 年にアメリカ
数学会と International Press が共同で出版
している Studies in Advanced Mathematics
のシリーズの第 46-1, 46-2 巻の２巻本（総
ページ数８０５ページ）として、ラグランジ
アン Floer コホモロジー理論の障害理論と
変形理論の一般基礎理論に関する研究成果
を出版することができた。当初予定していた
10 章のうち、出版社からのページ制限のため、
２章分を削らざるを得なかった。それらにつ
いては別の形であらためて出版することと
なった。 
 研究目的(2)について。項目(2-2)と(2-3)
についてはたいへん大きな進展が得られ、専
らその研究に集中した。特に、トーリック多
様体への応用は予想以上の成果が得られた
といえる。 
具体的には以下の通り：Landau-Ginzburg ス
パーポテンシャル関数を我々の理論の中で
捉え、幾何学的な意味付けに成功したことは
大きい。応用として、トーリック多様体には
必ず non-displaceable ラグランジアンファ
イバーが存在することや、複素射影曲面の２
点以上のブローアップには非可算無限個の
（互いにハミルトンアイソトピックでない）
non-displaceable ファイバーの存在例を見
つけたことは特筆すべき成果である。後者は、
研究の方法の項目で触れた「バルク変形」を
用いた顕著な応用例である。また、最終年度
には任意の滑らかなコンパクトトーリック
多様体の大量子コホモロジー環と、我々のポ
テンシャル関数のヤコビ環とが環同型にな
ることが証明できた。これは、任意のコンパ
クトトーリック多様体の場合に、環同型のレ
ベルでのミラー対称性予想を解決したこと
を意味し、たいへん大きな成果といえる。同
型写像は我々の一般理論で導入された開閉
写像を用いた幾何学的に定義されるもので、
同型の証明は単に両者を計算して一致する
ことをみるという計算によるものではなく、
幾何学的に構成された写像が同型写像を導



 

 

くという概念的な証明となっている。 
 また、トーリック退化を用いた研究として、 
２次元流面の２つの直積上に非可算無限個
の non-displaceable な（互いにハミルトン
アイソトピックでない）ラグランジアントー
ラスが存在することがわかった。これは次数
２のあるヒルツェブルフ曲面をトーリック
退化させたものを平滑化した多様体上で
我々のフレアー理論を考察することによる。
鍵となることはファノではないネフのトー
リック曲面に対してポテンシャル関数を完
全に決定したことである。 
Entov-Polterovich などによる先行研究にお
い て は 一 種 の 存 在 定 理 と し て 、
non-displaceable なラグランジアンの存在
はいえたとしても、具体的にどれが
non-displaceable かを同定することについ
ては無力であったが、我々の研究ではポテン
シャル関数の臨界点を求め、その付値を考え
ることで non-displaceable なラグランジア
ンを明示的に同定することができることも、
大きなアドバンテージである。 
 更に、以上の非消滅フレアーコホモロジー
に関する結果は、ハミルトン系のフレアーコ
ホモロジーにバルク変形をいれたものおよ
び大量子コホモロジーを通して、 Oh, 
Entov-Polterovich, McDuff, Schwarz らによ
るスペクトラル不変量への顕著な応用も得
られた。例えば、任意のコンパクトトーリッ
ク多様体のハミルトン微分同相群の普遍被
覆からの非自明な擬準同型が必ず存在する
こと、複素射影曲面の２点以上のブローアッ
プや先の２次元流面の２つの直積の場合に
は non-displaceable なラグランジアントー
ラスに対応して、それらの場合に、ハミルト
ン微分同相群の普遍被覆から独立な非可算
無限個の擬準同型が存在することが示せる。
これは研究目的(2-3)に対する研究結果であ
る。 
 
以上は、深谷賢治氏（京都大）、小野薫氏（北
海道大）および Yong-Geun Oh 氏（ウイスコ
ンシン大）との共同研究の成果である。 
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